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Este livro é uma introducao a metalégica, voltada especialmente
a estudantes de ciéncia da computacdo e de filosofia. «Metalo-
gica» € assim chamada porque é a disciplina que estuda a propria
logica. A logica propriamente dita trata dos canones de inferén-
cia valida, e sua versao simbdlica ou formal apresenta esses cano-
nes usando linguagens formais, como as da légica proposicional
e da logica de primeira ordem. A metal6gica investiga as propri-
edades dessas linguagens e dos canones de inferéncia correta que
as utilizam. Ela estuda tépicos como o de dar significado preciso
as expressoes dessas linguagens formais, como justificar os cano-
nes de inferéncia valida, quais sdo as propriedades de varios siste-
mas de derivacdo, incluindo suas propriedades computacionais.
Essas questdes sdo importantes e interessantes por si mesmas,
porque as linguagens e os sistemas de derivac¢ao investigados sao
aplicados em muitas areas diferentes—em matematica, filosofia,
ciéncia da computacao e linguistica, especialmente—, mas tam-
bém servem como exemplos de como estudar sistemas formais
em geral. As linguagens légicas que estudamos aqui ndo sdo as
unicas de interesse. Por exemplo, linguistas e fil6sofos se interes-
sam por linguagens muito mais complicadas do que as da légica
proposicional e da l6gica de primeira ordem, e cientistas da com-
putacdo se interessam por outros tipos de linguagens, como lingua-
gens de programacdo. E os métodos que discutimos—como dar
semantica a linguagens formais, como provar resultados sobre
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linguagens formais, como investigar as propriedades de lingua-
gens formais—também sdo aplicaveis nesses casos.

Como qualquer disciplina, a metalégica tem um conjunto de
resultados ou fatos e um repertério de métodos e técnicas, e este
texto cobre ambos. Muitos estudantes ndo precisardo conhecer
todos os resultados que discutimos fora deste curso, mas precisa-
rao e usardao os métodos que empregamos para estabelecé-los. O
teorema de Lowenheim-Skolem, por exemplo, ndo aparece com
frequéncia em ciéncia da computagdo, mas os métodos que usa-
mos para prova-lo sim. Por outro lado, muitos dos resultados
que discutimos tém relevancia para certos debates, digamos, na
filosofia da ciéncia e na metafisica. Estudantes de filosofia po-
dem nao precisar ser capazes de provar esses resultados fora
deste curso, mas precisam entender quais sdo os resultados—e
vocé sO entende de fato esses resultados se refletiu sobre as de-
finicbes e provas necessarias para estabelecé-los. Essas sdo, em
parte, as razdes pelas quais os resultados e os métodos cober-
tos neste texto s3o estudo recomendado—em alguns casos até
obrigatério—para estudantes de ciéncia da computacdo e de fi-
losofia.

O material esta dividido em trés partes. A parte I trata da
teoria dos conjuntos. Légica e metalégica estdo historicamente
muito ligadas ao que se chama «fundamentos da matematica».
Os fundamentos matematicos tratam de como, em ultima instan-
cia, objetos matematicos como inteiros, racionais e reais, fungoes,
espacos etc. devem ser entendidos. A teoria dos conjuntos for-
nece uma resposta (ha outras), e por isso teoria dos conjuntos e
légica ha muito sdo estudadas em paralelo. Conjuntos, relagdes
e func¢bes também sio onipresentes em qualquer investigacao for-
mal, ndo s6 em matematica, mas também em ciéncia da compu-
tacdo e em alguns cantos mais técnicos da filosofia. Certamente,
para formular e provar resultados sobre semantica e teoria da
prova da légica e sobre os fundamentos da computabilidade, é
essencial dispor de uma terminologia para isso. Por exemplo, fa-
laremos de conjuntos de expressdes, relacées de consequéncia e
de demonstrabilidade, interpretacdes de simbolos de predicado



(que se revelam relacdes), fun¢ées computaveis e varias relagdes
e construcdes que as envolvem. Serd bom ter simbolos abrevia-
dos para isso e refletir sobre as propriedades gerais de conjuntos,
relagdes e funcdes. Se vocé nao estd acostumado a pensar mate-
maticamente e a formular provas matematicas, pense na primeira
parte sobre teoria dos conjuntos como um campo de treino: to-
das as defini¢coes basicas serdo dadas, e apresentaremos provas
cada vez mais complicadas usando-as. Note que entender essas
provas—e ser capaz de encontra-las e formula-las vocé mesmo—¢é
talvez mais importante do que entender os resultados, especial-
mente na primeira parte. Se o pensamento matematico é novo
para vocé, é importante que vocé reflita sobre os exemplos e pro-
blemas.

Na primeira parte estabeleceremos um resultado importante,
no entanto. Esse resultado—o teorema de Cantor—depende de
um dos exemplos mais marcantes de analise conceitual que se en-
contra nas ciéncias, a saber, a analise do infinito por Cantor. O
infinito intrigou matematicos e fil6sofos por séculos. Até Cantor,
ninguém sabia como pensar adequadamente sobre ele. Muitas
pessoas chegaram a considerar um erro pensar sobre o infinito e
acreditavam que a nogao de colecdo infinita em si era incoerente.
Cantor transformou o infinito em um assunto com o qual pode-
mos trabalhar de forma coerente e desenvolveu toda uma teoria
de colegdes infinitas—e ntimeros infinitos com os quais podemos
medir os tamanhos de cole¢des infinitas. Ele mostrou que ha di-
ferentes niveis de infinito. Essa teoria de nimeros «transfinitos»
é bela e intricada, e ndo nos aprofundaremos muito nela; mas
seremos capazes de mostrar que ha diferentes niveis de infinito,
especificamente, que ha niveis «contaveis» e «incontaveis» de in-
finito. Esse resultado tem aplica¢6es importantes, mas também é
realmente o tipo de resultado que qualquer matematico, cientista
da computacio e fil6sofo que se preze deveria conhecer.

Na parte II, passamos a légica de primeira ordem. Definire-
mos a linguagem da légica de primeira ordem e sua semadntica,
isto é, o que sdo estruturas de primeira ordem e quando uma sen-
tenca da légica de primeira ordem é verdadeira numa estrutura.



Isso nos permitira fazer duas coisas importantes: (1) podemos
definir, com precisdo matematica, quando uma sentenca é conse-
quéncia légica de outra; (2) também podemos considerar como
as relagdes que compdem uma estrutura de primeira ordem sao
descritas—caracterizadas—pelas sentengas que sdo verdadeiras
nelas. Isso nos leva, em particular, a uma discussao do método
axiomatico, no qual sentencas de linguagens de primeira ordem
sdo usadas para caracterizar certos tipos de estruturas. A teo-
ria da prova nos ocupara em seguida, e consideraremos a versao
original do célculo de sequentes e da dedu¢ao natural definidas
na década de 1930 por Gerhard Gentzen. (Seu professor pode
optar por cobrir apenas um deles; entdo qualquer referéncia a
«derivagdes» e «derivabilidade» significara o sistema que ele es-
colheu.) A nogdo semantica de consequéncia e a nogao sintatica
de derivabilidade nos diao duas maneiras completamente dife-
rentes de tornar precisa a ideia de que uma sentenca pode seguir
de outras. Os teoremas de corre¢ido e completude ligam essas
duas caracterizagdes. Em particular, provaremos o teorema da
completude de Godel, que afirma que sempre que uma sentenca
é consequéncia semantica de outras, ela também é derivavel a
partir delas. Uma formulagao equivalente é: se uma colecdo de
sentengas é consistente—no sentido de que nada contraditério
pode ser provado a partir delas—, entdo existe uma estrutura
que torna todas elas verdadeiras.

A segunda formulagdo do teorema da completude € talvez a
mais surpreendente. Por volta da época em que Go6del provou
esse resultado (em 1929), o matematico alemao David Hilbert
defendia famosamente a visao de que consisténcia (isto é, ausén-
cia de contradi¢do) é tudo o que a existéncia matematica exige.
Em outras palavras, sempre que um matematico pode descrever
coerentemente uma estrutura ou classe de estruturas, ele deve-
ria ter o direito de acreditar na existéncia dessas estruturas. Na
época, muitos achavam essa ideia absurda: s6 porque vocé pode
descrever uma estrutura sem se contradizer, certamente niao se
segue que tal estrutura realmente existe. Mas é exatamente isso
que o teorema da completude de Godel diz. Além desse aspecto



paradoxal—e certamente intrigante do ponto de vista filosé6fico—
, 0 teorema da completude também tem duas aplicaces impor-
tantes que nos permitem provar outros resultados sobre a existén-
cia de estruturas que tornam certas sentencas verdadeiras. Sao
os teoremas da compacidade e de Lowenheim-Skolem.

Na parte III, conectamos l6gica e computabilidade. De novo,
ha uma conexao histérica: David Hilbert havia colocado como
problema fundamental da l6gica encontrar um método mecanico
que decidisse, para uma dada sentenca da légica, se ela tem uma
prova. Tal método existe, é claro, para a l6gica proposicional:
basta verificar todas as tabelas-verdade, e como ha apenas um nu-
mero finito delas, o método eventualmente produz uma resposta
correta. Um método tdo direto ndo é possivel para a logica de
primeira ordem, ja que o niamero de estruturas possiveis é infinito
(e as proprias estruturas podem ser infinitas). Logicos trabalha-
ram por anos para encontrar métodos mais engenhosos. Alonzo
Church e Alan Turing acabaram estabelecendo que nao existe tal
método. Para fazer isso, foi necessario primeiro fornecer uma de-
finicao precisa do que é, em geral, um método mecéanico. Se um
procedimento de decisdo tivesse sido proposto, presumivelmente
ele teria sido reconhecido como um método efetivo. Para pro-
var que nenhum método efetivo existe, é preciso definir «método
efetivo» primeiro e dar uma prova de impossibilidade com base
nessa definicdo. Foi isso que Turing fez: ele propos a ideia de
uma maquina de Turing' como modelo matematico do que um
procedimento mecanico pode, em principio, fazer. Esse é outro
exemplo de andlise conceitual de um conceito informal usando
maquinaria matematica; e talvez seja de importancia compara-
vel para a ciéncia da computa¢do a analise do infinito por Can-
tor para a matematica. Nossa tultima grande empreitada sera a
prova de dois teoremas de impossibilidade: mostraremos que o
chamado «problema da parada» ndo pode ser resolvido por ma-
quinas de Turing e, por fim, que o «problema da decisao» de
Hilbert (para a l6gica) também nao pode.

'Turing, €é claro, ndo a chamou assim.



Este texto é matematico, no sentido de que discutimos de-
finicbes matematicas e provamos nossos resultados matematica-
mente. Mas ndo é matematico no sentido de que vocé precise
de amplo conhecimento prévio de matematica. Nada neste texto
exige conhecimento de algebra, trigonometria ou céalculo. Fize-
mos um esfor¢o especial para também nao exigir familiaridade
com o modo de trabalho da matematica: de fato, parte do ob-
jetivo é desenvolver os tipos de raciocinio e habilidades de prova
necessarios para entender e provar nossos resultados. A organi-
zacao do texto segue a conven¢do matematica, por um motivo:
essas convencoes foram desenvolvidas porque clareza e precisao
sdo especialmente importantes, e assim, por exemplo, é crucial
saber quando algo é afirmado como conclusao de um argumento,
é oferecido como razao para outra coisa ou pretende introduzir
novo vocabulario. Por isso seguimos a convencdo matematica e
rotulamos passagens como «defini¢des» se servem para introdu-
zir nova terminologia ou simbolos; e como «teoremas», «propo-
sicdes», «lemas» ou «corolarios» quando registramos um resul-
tado ou achado. Fora essas convengdes, usaremos os métodos de
prova logica que talvez ja sejam familiares de um primeiro curso
de logica, e também faremos amplo uso do método de indu¢do
para provar resultados. Dois capitulos do apéndice sao dedica-
dos a esses métodos de prova.

Notas para instrutores O material deste livro € adequado para
um segundo curso semestral de logica formal. Eu o cubro em
12 semanas em Légica II na University of Calgary, embora nao
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Conjuntos,
Relacgoes e
Funcoes



CAPITULO 1

1.1 Extensionalidade

Um conjunto é uma colecdo de objetos, considerada como um
unico objeto. Os objetos que compdem o conjunto chamam-se
elementos ou membros do conjunto. Se x é um elemento de um
conjunto 4, escrevemos x € 4; caso contrario, escrevemos x ¢ 4.
O conjunto que ndo tem elementos chama-se o conjunto vazio e
denota-se “0”.

Nao importa como especificamos o conjunto, ou como ordena-
mos os seus elementos, ou mesmo quantas vezes contamos 0s seus
elementos. S6 importa quais sao os seus elementos. Codificamos
isto no principio seguinte.

Defini¢ao 1.1 (Extensionalidade). Se 4 e B sao conjuntos, en-
tio 4 = B se e s6 se todo elemento de 4 é também um elemento
de B, e vice-versa.

A extensionalidade autoriza certa notacao. Em geral, quando
temos objetos a1, ..., a,, entdo {ai,...,a,} é o conjunto cujos
elementos sdo ay,...,a,. Enfatizamos a palavra “0”, pois a ex-
tensionalidade nos diz que s6 pode haver um tal conjunto. De

fato, a extensionalidade também autoriza o seguinte:

{a,a,b} = {a,b} = {b,a}.



Isto traduz a ideia de que, quando consideramos conjuntos, nao
nos importa a ordem dos seus elementos, nem quantas vezes sao
especificados.

Exemplo 1.2. Sempre que temos varios objetos, podemos reuni-
los num conjunto. O conjunto dos irmaos de Richard, por exem-
plo, é um conjunto que contém uma pessoa, e podemos escrevé-
lo como § = {Ruth}. O conjunto dos inteiros positivos menores
que 4 é {1,2,3}, mas também se pode escrever como {3,2,1} ou
mesmo como {1,2,1,2,3}. Sao todos o mesmo conjunto, pela
extensionalidade. De fato, todo elemento de {1,2,3} é também
um elemento de {3,2,1} (e de {1,2,1,2,3}), e vice-versa.

Com frequéncia especificaremos um conjunto por alguma
propriedade que os seus elementos compartilham. Usaremos a
seguinte nota¢ao abreviada para isso: {x : ¢(x)}, onde ¢(x) re-
presenta a propriedade que x tem de satisfazer para ser contado
entre os elementos do conjunto.

Exemplo 1.3. No nosso exemplo, também poderiamos ter espe-
cificado § como

S ={x: x é irmao de Richard}.

Exemplo 1.4. Diz-se que um numero € perfeito se e so se for
igual a soma dos seus divisores préprios (isto é, nimeros que o
dividem sem resto mas nao sdo iguais ao proprio numero). Por
exemplo, 6 é perfeito porque os seus divisores préprios sao 1, 2,
e 3,e 6 =1+2+3. De fato, 6 é o tnico inteiro positivo menor que
10 que é perfeito. Assim, usando a extensionalidade, podemos
dizer:
{6} = {x : x é perfeito e 0 < x <10}

Lemos a notacao a direita como “o conjunto dos x tais que x é
perfeito e 0 < x < 10”. A identidade aqui confirma que, quando
consideramos conjuntos, ndo nos importa como sio especifica-
dos. E, mais em geral, a extensionalidade garante que ha sempre
apenas um conjunto dos x tais que ¢(x). Logo, a extensionali-
dade justifica chamar a {x : ¢(x)} o conjunto dos x tais que ¢(x).



A extensionalidade nos d4 um modo de mostrar que conjun-
tos sdo idénticos: para mostrar que 4 = B, mostre que sempre
que x € A entdo também x € B, e sempre que y € B entdo
também y € A.

1.2 Subconjuntos e conjuntos poténcia

Com frequéncia quereremos comparar conjuntos. E um tipo 6b-
vio de comparacdo que se pode fazer é o seguinte: tudo o que estd
num conjunto estd também no outro. Esta situacao € suficientemente
importante para introduzirmos nova notagao.

Definic¢ao 1.5 (Subconjunto). Se todo elemento de um con-
junto 4 é também um elemento de B, entdo dizemos que A4 é
um subconjunto de B, e escrevemos 4 C B. Se A nao é subcon-
junto de B, escrevemos A £ B. Se A € B mas 4 # B, escrevemos
A ¢ B e dizemos que A é um subconjunto priprio de B.

Exemplo 1.6. Todo conjunto é subconjunto de si proprio, e 0 é
subconjunto de todo conjunto. O conjunto dos niimeros naturais
pares é subconjunto do conjunto dos nimeros naturais. Também
{a,b} € {a,b,c}. Mas {a,b,e} nao é subconjunto de {a,b,c}.

Exemplo 1.7. O nimero 2 é um elemento do conjunto dos in-
teiros, ao passo que o conjunto dos nimeros pares é subconjunto
do conjunto dos inteiros. Contudo, um conjunto pode tanto ser
um elemento quanto subconjunto de algum outro conjunto, por

exemplo, {0} € {0,{0}} e também {0} € {0,{0}}.

A extensionalidade da um critério de identidade para conjun-
tos: A = B se e 56 se todo elemento de 4 é também um elemento
de B e vice-versa. A defini¢ao de “subconjunto” define 4 C B pre-
cisamente como a primeira metade deste critério: todo elemento
de 4 é também um elemento de B. Claro que a defini¢ao também
se aplica se trocarmos 4 e B: isto é, B C A4 se e s6 se todo ele-
mento de B é também um elemento de A4. E isso, por sua vez, é



exatamente a parte “vice-versa” da extensionalidade. Em outras
palavras, a extensionalidade implica que conjuntos sdo iguais se
e sO se sdo subconjuntos um do outro.

Proposicao 1.8. A=Bsecesise AC BeB C A

Agora é também boa ocasido para introduzir mais alguma
notacao 1util. Ao definir quando 4 é subconjunto de B dissemos
que “todo elemento de 4 é ...,” e preenchemos os “...” com
“um elemento de B”. Mas esta € uma forma tao comum de ex-

pressao que convém introduzir notac¢ao formal para ela.

Definigdao 1.9. (Vx € A)p abrevia Vx(x € 4 — ¢). Do mesmo
modo, (3x € A)p abrevia 3x(x € A A ¢).

Com esta nota¢ao, podemos dizer que 4 C B se e s6 se (Vx €
A)x € B.

Passamos agora a considerar um certo tipo de conjunto: o
conjunto de todos os subconjuntos de um dado conjunto.

Defini¢ao 1.10 (Conjunto poténcia). O conjunto constituido
por todos os subconjuntos de um conjunto 4 chama-se o conjunto
poténcia de A, e denota-se p(4).

p(4)={B:BC 4}
Exemplo 1.11. Quais sdo todos os subconjuntos possiveis de

{a,b,c}? Sao: 0, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}. O

conjunto de todos estes subconjuntos é p({a,b,c}):

p({a.b.c}) = {0.{a}.{b}.{c}.{a.b}.{b.c}.{a.c}.{a.b.c}}

1.3 Alguns Conjuntos Importantes

Exemplo 1.12. Trabalharemos sobretudo com conjuntos cujos
elementos sdo objetos matematicos. Quatro desses conjuntos sao



tdo importantes que tém nomes especificos:

N=1{0,1,2,3,...}
o conjunto dos nimeros naturais
Z=A...,-2,-1,0,1,2,.. .}
o conjunto dos numeros inteiros
Q={m/u:mmneZen+0}
o conjunto dos numeros racionais
R = (~o0,00)

o conjunto dos nimeros reais (o continuo)

Sao todos conjuntos infinitos, isto é, cada um tem infinitos ele-
mentos.

A medida que percorremos estes conjuntos, vamos acrescen-
tando mais nimeros ao nosso repertorio. De fato, deve ficar claro
que N € Z € Q C R: afinal, todo nimero natural é um inteiro;
todo inteiro € racional; e todo racional é real. Igualmente, deve
ficar claro que N € Z ¢ Q, pois —1 € inteiro mas nao natural, e
1/9 é racional mas ndo inteiro. E menos 6bvio que Q ¢ R, isto é,
que ha nimeros reais que nao sdo racionais.

Também usaremos por vezes o conjunto dos inteiros positi-
vos Z* = {1,2,3,...} e o conjunto que contém apenas os dois
primeiros naturais B = {0,1}.

Exemplo 1.13 (Cadeias). Outro exemplo interessante é o con-
junto A* das cadeias finitas sobre um alfabeto 4: qualquer sequén-
cia finita de elementos de 4 é uma cadeia sobre 4. Incluimos a
cadeia vazia A entre as cadeias sobre 4, para todo alfabeto 4. Por
exemplo,

B* = {A,0,1,00,01,10,11,
000,001,010,011,100,101,110,111,0000,. . .}.
Se x = x1...x, € A* é uma cadeia constituida por n “letras” de

A, entdo dizemos que o comprimento da cadeia é n e escrevemos
len(x) = n.



Exemplo 1.14 (Sequéncias infinitas). Para qualquer conjunto
A podemos também considerar o conjunto A“ das sequéncias
infinitas de elementos de 4. Uma sequéncia infinita ajagazay ...
consiste numa lista infinita numa sé direcao de objetos, cada um
dos quais € um elemento de 4.

1.4 Unides e Intersecoes

Na secdo 1.1, introduzimos defini¢des de conjuntos por abstra-
¢ao, isto é, defini¢oes da forma {x : ¢(x)}. Aqui invocamos al-
guma propriedade ¢, e essa propriedade pode mencionar conjun-
tos que ja definimos. Assim, por exemplo, se 4 e B sao conjuntos,
o conjunto {x : x € AV x € B} consiste em todos aqueles objetos
que sdo elementos de 4 ou de B, isto é, é o conjunto que retine os
elementos de 4 e B. Podemos visualizar isto como na Figura 1.1,
onde a area realcada indica os elementos dos dois conjuntos 4
e B juntos.

_
—
u_

-,

A unido 4 U B de dois conjuntos é o conjunto dos elementos de A
juntamente com os de B.

Esta operacdo sobre conjuntos—combina-los—é muito util e
comum, e por isso damos-lhe um nome formal e um simbolo.

Defini¢dao 1.15 (Unido). A unido de dois conjuntos 4 e B, es-
crita AU B, é o conjunto de todas as coisas que sdo elementos de



A, de B, ou de ambos.

AUB={x:xe€ AV x € B}

Exemplo 1.16. Como a multiplicidade de elementos nio im-
porta, a unido de dois conjuntos que tém um elemento em
comum contém esse elemento apenas uma vez, por exemplo,
{a,b,c} U{a,0,1} = {a,b,c,0,1}.

A unido de um conjunto com um dos seus subconjuntos é
simplesmente o conjunto maior: {a,b,c} U {a} = {a,b,c}.

A unido de um conjunto com o conjunto vazio é idéntica ao
conjunto: {a,b,c} U0 = {a,b,c}.

Também podemos considerar uma operagao “dual” a unido.
E a operagio que forma o conjunto de todos os elementos que
sao elementos de 4 e sao também elementos de B. Esta operagao
chama-se interse¢do, e pode representar-se como na Figura 1.2.

A intersecdo 4 N B de dois conjuntos é o conjunto dos elementos
que tém em comum.

Definicao 1.17 (Intersegdo). A intersecao de dois conjuntos 4 e
B, escrita ANB, é o conjunto de todas as coisas que sdo elementos
de ambos 4 e B.

ANB={x:x€ ANx € B}



Dois conjuntos dizem-se disjuntos se a sua interse¢ao € vazia. Isso
significa que ndo tém elementos em comum.

Exemplo 1.18. Se dois conjuntos ndo tém elementos em co-
mum, a sua interse¢io é vazia: {a,b,c} N {0,1} = 0.

Se dois conjuntos tém elementos em comum, a sua intersecao
€ o conjunto de todos esses elementos: {a,b,c}N{a,b,d} = {a,b}.

A intersecao de um conjunto com um dos seus subconjuntos
é simplesmente o conjunto menor: {a,b,c} N {a,b} = {a,b}.

A interse¢do de qualquer conjunto com o conjunto vazio é
vazia: {a,b,c} N O = 0.

Também podemos formar a unido ou a interse¢ao de mais de
dois conjuntos. Uma forma elegante de tratar disso em geral é a
seguinte: suponhamos que reunimos num unico conjunto todos
os conjuntos dos quais queremos formar a unido (ou a interse-
¢ao). Entao podemos definir a unido de todos os nossos conjun-
tos originais como o conjunto de todos os objetos que pertencem
a pelo menos um elemento desse conjunto, e a intersecado como
o conjunto de todos os objetos que pertencem a todo elemento
desse conjunto.

Defini¢dao 1.19. Se 4 é um conjunto de conjuntos, entdo (J 4 é
o conjunto dos elementos dos elementos de A:

U A = {x : x pertence a um elemento de A4}, isto é,

= {x : existe um B € 4 tal que x € B}

Defini¢ao 1.20. Se 4 é um conjunto de conjuntos, entdo ()4
€ o conjunto dos objetos que todos os elementos de 4 tém em



comum:

m A = {x : x pertence a todo elemento de A4}, isto é,
= {x : para todo B € 4,x € B}

Exemplo 1.21. Suponha 4 = {{a,b},{a.d.e},{a,d}}. Entao
UAd={a,b,d,e} e A= {a}.

Também poderiamos fazer o mesmo para uma sequéncia de
conjuntos Ap, 4o, ...

UAi = {x : x pertence a um dos 4;}
i

mAi = {x : x pertence a todos os 4;}.
i

Quando temos um indice de conjuntos, isto é, algum conjunto
I tal que consideramos A4; para cada ¢ € I, podemos também
usar estas abreviaturas:

di=| Jizieny

iel
(di=({Aiziel}

iel

Finalmente, podemos querer pensar no conjunto de todos os
elementos em 4 que ndo estdo em B. Podemos representa-lo
como na Figura 1.3.



A diferenca A4\ B de dois conjuntos é o conjunto dos elementos de 4
que nao sao também elementos de B.

Defini¢ao 1.22 (Diferenca). A diferenca de conjuntos 4 \ B é
o conjunto de todos os elementos de 4 que ndo sdo também
elementos de B, isto é,

A\B={x:x€ Aex ¢ B}.

1.5 Pares, Tuplas, Produtos Cartesianos

Da extensionalidade segue-se que os conjuntos nio tém ordem
entre os seus elementos. Por isso, se queremos representar or-
dem, usamos pares ordenados (x,y). Num par nao ordenado {x,y},
a ordem ndo importa: {x,y} = {y,x}. Num par ordenado, im-
porta: se x # y, entdo (x,y) # (9,x).

Como devemos pensar os pares ordenados na teoria dos con-
juntos? O essencial é preservar a ideia de que pares ordenados
sdo idénticos se e s6 se compartilham o mesmo primeiro ele-
mento e o mesmo segundo elemento, isto é:

(a,b) = (c,d)seesOsea=ceb=d.

Podemos definir pares ordenados na teoria dos conjuntos usando
a definicio de Wiener—Kuratowski.



Defini¢ao 1.23 (Par ordenado). (a,b) = {{a},{a,b}}.

Tendo fixado uma definicao de par ordenado, podemos usa-
la para definir outros conjuntos. Por exemplo, por vezes quere-
mos sequéncias ordenadas de mais de dois objetos, p.ex., tri-
plos (x,y,z), quddruplos (x,y,z,u), e assim por diante. Pode-
mos pensar nos triplos como pares ordenados especiais, em que
o primeiro elemento é ele proprio um par ordenado: (x,y,z)
é ((x,9),z). O mesmo vale para quadruplos: (x,y,z,u) é
(({x,9),2),u), e assim por diante. Em geral, falamos de n-tuplas
ordenadas {x1,...,%y).

Certos conjuntos de pares ordenados, ou outras n-tuplas or-
denadas, serdo uteis.

Definic¢dao 1.24 (Produto cartesiano). Dados conjuntos 4 e B,
o seu produto cartesiano A X B é definido por

AXB={(x,9):x€ Aeye B}.

Exemplo 1.25. Se 4 = {0,1}, e B = {1,a,b}, entdao o seu pro-
duto é

Ax B = {{0,1),(0,a),0,5),(1,1),(1,a),(1,5)}.

Exemplo 1.26. Se 4 é um conjunto, o produto de A consigo
proprio, A X A, também se escreve 42, E o conjunto de todos os
pares (x,y) com x,y € A. O conjunto de todos os triplos (x,y,2)
é A%, e assim por diante. Podemos dar uma defini¢ao recursiva:

At =4
A = 4F x4



Proposigao 1.27. Se A tem n elementos ¢ B tem m elementos, entdo
AX B tem n - m elementos.

Prova. Para todo elemento x em A4, ha m elementos da forma
(x,9) € AX B. Seja By = {(x,y) : y € B}. Como sempre que x1 #
X9, (¥1,9) # (X2,9), tem-se By, N By, = 0. Mas se 4 = {x1,...,%,},
entdo A X B = By, U---U B, , e portanto tem # - m elementos.
Para visualizar isto, dispomos os elementos de 4 X B numa

grade:

By, = {{x1,01) (x1.y2) ... (¥1.0m)}
By, = {(xo,91) (x2.92) ... (x2.9m)}
By= () (5g) o (Gwym))

Como os x; sdo todos distintos, e os y; sdo todos distintos, quais-
quer dois pares nesta grade sao distintos, e ha n - m deles. o

Exemplo 1.28. Se 4 é um conjunto, uma palavra sobre A4 é qual-
quer sequéncia de elementos de 4. Uma sequéncia pode ser
vista como uma #n-tupla de elementos de 4. Por exemplo, se
A = {a,b,c}, entao a sequéncia “bac” pode ser vista como o
triplo (b,a,c). Palavras, isto é, sequéncias de simbolos, sao de
importédncia crucial na ciéncia da computagao. Por convencao,
contamos os elementos de 4 como sequéncias de comprimento 1,
e 0 como a sequéncia de comprimento 0. O conjunto de fodas as
palavras sobre 4 é entao

A" ={0yvdudludu...

1.6 Paradoxo de Russell

A extensionalidade autoriza a notacdo {x : ¢(x)}, para o conjunto
dos x tais que ¢(x). Contudo, tudo o que a extensionalidade real-
mente autoriza é o seguinte pensamento. Se ha um conjunto cujos
membros sdo exatamente os que satisfazem ¢, entdo ha apenas



um tal conjunto. Dito de outro modo: fixada alguma ¢, o con-
junto {x : ¢(x)} € unico, se existir.

Mas este condicional é importante! Crucialmente, nem toda
propriedade se presta a compreensdo. Isto é, algumas propriedades
ndo definem conjuntos. Se todas definissem, cairiamos em con-
tradi¢oes flagrantes. O exemplo mais famoso disso é o Paradoxo
de Russell.

Os conjuntos podem ser elementos de outros conjuntos—por
exemplo, o conjunto poténcia de um conjunto 4 é constituido
por conjuntos. Por isso faz sentido perguntar ou investigar se um
conjunto é um elemento de outro conjunto. Pode um conjunto
ser membro de si proprio? Nada na ideia de conjunto parece
excluir isso. Por exemplo, se fodos os conjuntos formam uma
colecdo de objetos, alguém poderia pensar que podem reunir-
se num Unico conjunto—o conjunto de todos os conjuntos. E
ele, sendo conjunto, seria um elemento do conjunto de todos os
conjuntos.

O Paradoxo de Russell surge quando consideramos a propri-
edade de ndo ter a si proprio como um elemento, de ser ndo
auto-membro. E se supusermos que ha um conjunto de todos os
conjuntos que nao tém a si proprios como um elemento? Sera
que

R={x:x¢ux}

existe? Verifica-se que podemos provar que nao.

Teorema 1.29 (Paradoxo de Russell). Nao hd conjunto R =
{x:x¢&x}.

Prova. Se R = {x : x ¢ x} existisse, entaio R € Rsees6se R ¢ R,
o que é uma contradic¢ao. |

Vamos percorrer esta prova mais devagar. Se R existe, faz
sentido perguntar se R € R ou ndo. Suponhamos que de fato
R € R. Agora, R foi definido como o conjunto de todos os con-
juntos que nao sao elementos de si proprios. Logo, se R € R,



entdo R ndo tem a propriedade definidora de R. Mas s6 os con-
juntos que tém essa propriedade estio em R, logo R nado pode
ser um elemento de R, isto é, R ¢ R. Mas R ndo pode ao mesmo
tempo ser e ndo ser um elemento de R, logo temos uma contra-
dicao.

Como a suposicao de que R € R leva a uma contradicao,
temos R ¢ R. Mas isto também leva a uma contradi¢iao! Pois se
R ¢ R, entdo R tem a propriedade definidora de R, e assim R
seria um elemento de R, tal como todos os outros conjuntos nao
auto-membros. E de novo, R ndo pode ao mesmo tempo nao ser
e ser um elemento de R.

Como montar uma teoria dos conjuntos que evite cair no Pa-
radoxo de Russell, isto é, que evite afirmar de modo inconsistente
que R = {x : x ¢ x} existe? Teriamos de estabelecer axiomas
que nos déem condi¢des muito precisas para dizer quando os
conjuntos existem (e quando ndo existem).

A teoria dos conjuntos esbogada neste capitulo nao faz isso.
E genuinamente ingénua. Diz apenas que os conjuntos obedecem
a extensionalidade e que, se temos alguns conjuntos, podemos
formar a sua unido, intersecdo, etc. E possivel desenvolver a
teoria dos conjuntos com mais rigor do que isto.

Resumo

Um conjunto é uma cole¢do de objetos, os elementos do con-
junto. Escrevemos x € 4 se x € um elemento de 4. Conjuntos sao
extensionais—eles sao completamente determinados por seus
elementos. Conjuntos sido especificados listando os elementos
explicitamente ou fornecendo uma propriedade que os elemen-
tos compartilham (abstragdo). Extensionalidade significa que
a ordem ou a maneira de listar ou especificar os elementos de
um conjunto ndo importa. Para provar que 4 e B sio o mesmo
conjunto (4 = B), deve-se provar que todo elemento de X é um
elemento de Y e vice-versa.



Conjuntos importantes incluem os ntimeros naturais (N), in-
teiros (Z), racionais (Q) e reais (R), mas também cadeias (X™)
e sequéncias infinitas (X“) de objetos. 4 é um subconjunto de
B, A C B, se todo elemento de 4 é também um elemento de B.
A colecdo de todos os subconjuntos de um conjunto B é, ela pro-
pria, um conjunto, o conjunto poténcia p(B) de B. Podemos
formar a unido 4 U B e a interse¢do 4 N B de conjuntos. Um
par ordenado (x,y) consiste em dois objetos x e y, mas naquela
ordem especifica. Os pares (x,9) e (y,x) sao pares diferentes (a
menos que x = y). O conjunto de todos os pares (x,y) em que
x € Ae y € B é chamado de produto cartesiano AxX B de 4 e B.
Escrevemos A2 para 4 x 4; assim, por exemplo, N2 é o conjunto
dos pares de nimeros naturais.

Problemas

Problema 1.1. Prove que ha no maximo um conjunto vazio, isto
é, mostre que se 4 e B sdo conjuntos sem elementos, entdo 4 = B.

Problema 1.2. Liste todos os subconjuntos de {a,b,¢,d}.

Problema 1.3. Mostre que se 4 tem n elementos, entdo p(A4)
tem 2" elementos.

Problema 1.4. Prove que se 4 C B, entdo AU B = B.

Problema 1.5. Prove rigorosamente que se 4 C B, entao ANB =
A.

Problema 1.6. Mostre que se 4 é um conjunto e 4 € B, entdo
AcJB.

Problema 1.7. Prove que se 4 € B, entao B\ 4 # 0.

Problema 1.8. Usando Definicao 1.23, prove que (a,b) = {c,d)
seesbsea=ceb=d.



Problema 1.9. Liste todos os elementos de {1,2,3}°.

Problema 1.10. Mostre, por indu¢do em £, que para todo £ > 1,
se A tem n elementos, entio A* tem n* elementos.



CAPITULO 2

2.1 Rela¢des como Conjuntos

Na secdo 1.3, mencionamos alguns conjuntos importantes: N,
Z, Q, R. Sem duvida que se lembram de algumas relag¢des in-
teressantes entre os elementos de alguns destes conjuntos. Por
exemplo, cada um destes conjuntos tem uma rela¢@o de ordem com-
pletamente padrao sobre si. Ha também a relagao ser idéntico a,
segundo a qual cada objeto s6 se relaciona consigo proprio e
com nenhum outro. Ha muitas outras relagdes interessantes que
encontraremos, e ainda mais relacdes possiveis. Antes de as re-
vermos, contudo, comecaremos por observar que podemos ver
relacées como um tipo especial de conjunto.

Para isso, recordemos duas coisas da secdo 1.5. Primeiro,
recordemos a no¢ao de par ordenado: dados a e b, podemos for-
mar (a,b). £ importante notar que a ordem dos elementos im-
porta aqui. Assim, se a # b entdo (a,b) # (b,a). (Contrastemos
isto com pares nio ordenados, isto é, conjuntos de 2 elementos,
onde {a,b} = {b,a}.) Segundo, recordemos a nogao de produto
cartesiano: se A e B sdo conjuntos, entdo podemos formar 4 X B,
o conjunto de todos os pares (x,y) com x € 4 e y € B. Em par-
ticular, 42 = A X A é o conjunto de todos os pares ordenados
de A.

Consideremos agora uma relagao particular num conjunto: a
relacdo < no conjunto N dos nimeros naturais. Seja o conjunto
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de todos os pares de nimeros (z,m) onde n < m, isto é,
R={(n,m):n,meNen<m}.

Ha uma ligacao estreita entre n ser menor que m, e o par (n,m)
ser membro de R, nomeadamente:

n<mseesoése(nm)eER.

De fato, sem qualquer perda de informac¢ao, podemos considerar
o conjunto R como sendo a relacdo < em N.

Do mesmo modo podemos construir um subconjunto de N2
para qualquer relacdo entre numeros. Reciprocamente, dado
qualquer conjunto de pares de numeros § C N2, ha uma rela-
c¢do correspondente entre nimeros, nomeadamente, a relacao se-
gundo a qual z se liga a m se e s6 se (n,m) € §. Isto justifica a
definicao seguinte:

Defini¢do 2.1 (Relagdo binaria). Uma relagdo bindria num
conjunto 4 é um subconjunto de A%, Se R C A% é uma relagio
binaria em A e x,y € A4, por vezes escrevemos Rxy (ou xRy) para
(x,9) € R.

Exemplo 2.2. O conjunto N? dos pares de niimeros naturais
pode ser listado numa matriz bidimensional assim:

(0,0) (0,1) (0,2) <0,3)
(1,) (1,1) (1,2) (1,3)
(2,00 (2.1) (2.2) (2,3)
(3,00 (3,1) (3,2) (3,3)

Colocamos a diagonal, aqui, em negrito, pois o subconjunto de
N? constituido pelos pares que estdo na diagonal, isto &,

{€0,0),(1,1),¢2,2),...},



é a relagdo identidade em N. (Como a relagao identidade é popular,
definamos Id4 = {{(x,x) : x € A} para qualquer conjunto 4.) O
subconjunto de todos os pares acima da diagonal, isto é,

L ={(0,1),(0,2),...,(1,2),(1,3),...,(2,3),(2,4),.. .},

é arelacao menor que, isto é, Lnm se e s6 se n < m. O subconjunto
dos pares abaixo da diagonal, isto &,

G ={(1,0),(2,0),(2,1),(3,0),(3,1),¢(3,2),... },

é a relacdo maior que, isto é, Gnm se e s6 se n > m. A unido de L
com /, que podemos chamar K = LU, ¢é a relacao menor ou igual
a: Knm se e s0 se n < m. Do mesmo modo, H = GUI é a relagdo
maior ou igual a. Estas relacoes L, G, K, e H sao tipos especiais
de relacdes chamadas ordens. L e G gozam da propriedade de
que nenhum numero estd em relacdo L ou G consigo préprio
(isto é, para todo =, nao se verifica nem Lznn nem Gnn). Relagoes
com esta propriedade chamam-se irreflexivas, e, se também forem
ordens, chamam-se ordens estritas.

Embora ordens e identidade sejam relacées importantes e na-
turais, convém enfatizar que, segundo a nossa definicao, qualquer
subconjunto de A? é uma relagio em 4, por mais artificial ou
forcado que pareca. Em particular, () é uma relacdo em qualquer
conjunto (a rela¢do vazia, que nenhum par de elementos satisfaz),
e A% em si é também uma relagiao em 4 (uma que todo par de ele-
mentos satisfaz), chamada a rela¢do universal. Mas também algo
como E = {(n,m) : n>5oumxn >34} conta como relagio.

2.2 Propriedades Especiais das Relagdes

Alguns tipos de relagdes revelam-se tio comuns que receberam
nomes especiais. Por exemplo, < e C relacionam os seus res-
pectivos dominios (digamos, N no caso de < e ¢(4) no caso
de C) de modos semelhantes. Para precisar exatamente como es-

tas relacoes sao semelhantes, e como diferem, as categorizamos



segundo algumas propriedades especiais que as rela¢cdes podem
ter. Verifica-se que (combinacdes de) algumas destas proprieda-
des especiais sdo especialmente importantes: ordens e relagoes
de equivaléncia.

Definicio 2.3 (Reflexividade). Uma relacio R C A% é reflexiva
se e s0 se, para todo x € 4, Rxx.

Defini¢do 2.4 (Transitividade). Uma relacio R C A% é transi-
tiva se e sO se, sempre que Rxy e Ryz, entdo também Rxz.

Definicio 2.5 (Simetria). Uma relacio R C A% é simétrica se e
sO se, sempre que Rxy, entdo também Ryx.

Definicio 2.6 (Antissimetria). Uma relacio R C A% é antissi-
métrica se e SO se, sempre que tanto Rxy quanto Ryx, entdo x = y
(ou, noutras palavras: se x # y entdo ou ~Rxy ou ~Ryx).

Numa relacao simétrica, Rxy e Ryx verificam-se sempre em
conjunto, ou nenhuma se verifica. Numa rela¢ao antissimétrica,
a unica forma de Rxy e Ryx se verificarem em conjunto é que
x = y. Note-se que isto nao exige que Rxy e Ryx se verifiquem
quando x = y, apenas que isso ndo esta excluido. Assim, uma
relacdo antissimétrica pode ser reflexiva, mas nao € o caso que
toda relacdo antissimétrica seja reflexiva. Note-se também que
ser antissimétrica e ser meramente nio simétrica sdo condi¢oes
diferentes. De fato, uma relacido pode ser ao mesmo tempo simé-
trica e antissimétrica (por exemplo, a relacao identidade o é).



Defini¢io 2.7 (Conexidade). Uma relagio R C A2 é conexa se
para todos x,y € 4, se x # y, entdo ou Rxy ou Ryx.

Definicio 2.8 (Irreflexividade). Uma relacao R C A4? diz-se ir-
reflexiva se, para todo x € 4, nao Rxx.

Definicio 2.9 (Assimetria). Uma relagio R C 4% diz-se assimé-
trica se para nenhum par x,y € 4 se tem tanto Rxy quanto Ryx.

Note-se que se 4 # 0, entdo nenhuma relagao irreflexiva em 4
é reflexiva e toda relacao assimétrica em A4 é também antissimé-
trica. Contudo, ha R C A% que nio sdo reflexivas nem irreflexi-
vas, e ha relacoes antissimétricas que nao sao assimétricas.

2.3 Rela¢des de Equivaléncia

A relagao identidade num conjunto é reflexiva, simétrica e tran-
sitiva. Relacbes R que tém todas as trés destas propriedades sao
muito comuns.

Definicao 2.10 (Relagdo de equivaléncia). Uma relacdo R C
A? que é reflexiva, simétrica e transitiva chama-se uma rela¢do de
equivalencia. Elementos x e y de A dizem-se R-equivalentes se Rxy.

As relagdes de equivaléncia dao origem a nogao de classe de
equivaléncia. Uma relacao de equivaléncia “reparte” o dominio
em parti¢des distintas. Dentro de cada parti¢ao, todos os objetos
estdo relacionados uns com os outros; e objetos de parti¢des di-
ferentes ndo se relacionam entre si. Por vezes, é util falar destas
particoes diretamente. Para esse fim, introduzimos uma definic¢ao:



Definigdo 2.11. Seja R C 4% uma relagio de equivaléncia. Para
cada x € 4, a classe de equivaléncia de x em A é o conjunto [x]g =
{y € A: Rxy}. O quociente de A por R é A/p= {[x]r : x € 4}, isto
é, o conjunto destas classes de equivaléncia.

O resultado seguinte justifica a definicdo de classe de equi-
valéncia, provando que as classes de equivaléncia sao de fato as
particdes de A4:

Proposigdo 2.12. Se R C A% ¢ uma relagao de equivaléncia, entdo
Rxy se e sose [x]r = [y]r-

Prova. Para o sentido da esquerda para a direita, suponhamos
Rxy, e seja z € [x]g. Por definicao, entao, Rxz. Como R é
uma relacdo de equivaléncia, Ryz. (Explicando melhor: como
Rxy e R é simétrica temos Ryx, e como Rxz e R é transitiva
temos Ryz.) Logo z € [y]g. Generalizando, [x]z C [y]r. Mas
de modo perfeitamente analogo, [y]r € [x]r. Logo [x]r = [¥]r,
pela extensionalidade.

Para o sentido da direita para a esquerda, suponhamos
[x]r = [y]r. Como R é reflexiva, Ryy, logo y € [y]g. Assim
também y € [x]g pela suposicdo de que [x]g = [y]r. Logo
Rxy. O

Exemplo 2.13. Um bom exemplo de rela¢cdes de equivaléncia
vem da aritmética modular. Para quaisquer a, b, e n € Z*, diga-
mos que a =, b se e s6 se dividir a por » da o mesmo resto que
dividir 4 por #. (De modo um pouco mais simbélico: a =, b se
e s6 se, para algum k£ € Z, a — b = kn.) Agora, =, é uma relagio
de equivaléncia, para qualquer z. E ha exatamente n classes de
equivaléncia distintas geradas por =,; isto é, N/= tem 7z elemen-
tos. Sdo: o conjunto dos nimeros divisiveis por n sem resto, isto
é, [0]=,; o conjunto dos nimeros divisiveis por n com resto 1,
isto ¢, [1]=,; ...; e o conjunto dos numeros divisiveis por #n com
resto n — 1, isto €, [n — 1]=

nt



2.4 Ordens

Muitas das nossas comparacdes envolvem descrever certos ob-
jetos como sendo “menores que”, “iguais a” ou “maiores que”
outros objetos, sob algum aspecto. Isso envolve relacdes de or-
dem. Mas ha varios tipos de relacio de ordem. Por exemplo,
algumas exigem que quaisquer dois objetos sejam comparaveis,
outras nao. Algumas incluem a identidade (como <) e outras a
excluem (como <). Ter aqui uma taxonomia ajuda-nos.

Defini¢dao 2.14 (Pré-ordem). Uma relacio que é ao mesmo
tempo reflexiva e transitiva chama-se uma pré-ordem.

Defini¢ao 2.15 (Ordem parcial). Uma pré-ordem que também
€ antissimétrica chama-se uma ordem parcial.

Defini¢dao 2.16 (Ordem linear). Uma ordem parcial que tam-
bém ¢é conexa chama-se uma ordem fotal ou ordem linear.

Exemplo 2.17. Toda ordem linear é também uma ordem par-
cial, e toda ordem parcial é também uma pré-ordem, mas as im-
plicagdes reciprocas nao valem. A relagado universal sobre 4 é
uma pré-ordem, pois é reflexiva e transitiva. Mas, se 4 tem mais
de um elemento, a relagao universal nao é antissimétrica e, por-
tanto, ndo é uma ordem parcial.

Exemplo 2.18. Considere a relacdo ndo mais longa que < so-
bre B*: x < y sse len(x) < len(y). Trata-se de uma pré-ordem
(reflexiva e transitiva), e até conexa, mas nao é uma ordem par-
cial, pois ndo é antissimétrica. Por exemplo, 01 < 10 e 10 < 01,
mas 01 # 10.

Exemplo 2.19. Uma ordem parcial importante é a relagido C so-
bre um conjunto de conjuntos. Em geral ndo é uma ordem linear:



se a # b e consideramos p({a,b}) = {0,{a},{b}.{a,b}}, vemos
que {a}  {b} e {a} # {b} e {b} £ {a}.

Exemplo 2.20. A relacdo de divisibilidade sem resto nos da uma
ordem parcial que nio € linear. Para inteiros n e m, escrevemos
n | m para significar que n divide m (exatamente), isto é, sse
existe algum inteiro £ tal que m = kn. Sobre N, isso é uma
ordem parcial, mas ndo linear: por exemplo, 2 { 3 e também
3 1 2. Vista como relacdo sobre Z, a divisibilidade é apenas uma
pré-ordem, pois nao é antissimétrica: 1 | -1 e =1 |1 mas 1 # —1.

Exemplo 2.21. A relacdo de extensdo sobre um conjunto de se-
quéncias 4" € a seguinte: s C s’ sse s = A (a sequéncia vazia),
s=s',0us=(s1,....,5) €8 ={(S1,...,50,8041>...,5m). Se s C s’
dizemos também que s é um segmento inicial de s’. A relacao de
extensao sobre 4* é uma ordem parcial, mas nao linear, p.ex., se
a # b, entdo ab L ba e ba L ab.

Definic¢dao 2.22 (Ordem estrita). Uma ordem estrita é uma rela-
cao irreflexiva, assimétrica e transitiva.

Defini¢dao 2.23 (Ordem linear estrita). Uma ordem estrita
que também é conexa chama-se ordem total estrita ou ordem linear
estrita.

Exemplo 2.24. < é a ordem linear correspondente a ordem li-
near estrita <. C é a ordem parcial correspondente a ordem
estrita C.

Qualquer ordem estrita R sobre 4 pode transformarse numa
ordem parcial adicionando a diagonal Idy, isto é, adicionando
todos os pares (x,x). (Isto chama-se o fecho reflexivo de R.) Reci-
procamente, a partir de uma ordem parcial obtém-se uma ordem
estrita removendo Id,4. Os dois resultados seguintes tornam isto
preciso.



Proposi¢ao 2.25. Se R ¢ uma ordem estrita sobre A, entdo R* =
R UIdy é uma ordem parcial. Além disso, se R ¢ uma ordem linear
estrita, entdo Rt ¢ uma ordem linear.

Prova. Suponhamos que R é uma ordem estrita, isto é, R C A% e
R é irreflexiva, assimétrica e transitiva. Seja R* = RUId4. Temos
de mostrar que R* é reflexiva, antissimétrica e transitiva.

R™* é claramente reflexiva, pois (x,x) € Id4 € R* para todo
x €A

Para mostrar que R* é antissimétrica, suponhamos, para
reducao ao absurdo, que R*xy e R*yx mas x # y. Como
(x,9) € RUIdy, mas (x,y) ¢ Idy, temos de ter (x,y) € R, isto
é, Rxy. Do mesmo modo, Ryx. Mas isto contradiz a hipotese de
que R é assimétrica.

Para estabelecer a transitividade, suponhamos que R*xy e
R*yz. Se tanto (x,y) € R como (y,z) € R, entdo (x,z) € R, pois
R é transitiva. Caso contrario, ou (x,y) € Idy, isto é, x = y, ou
(9,2) € Idy, isto é, y = z. No primeiro caso, temos R*yz por
hipétese, x = y, logo R*xz. Analogamente no segundo caso. Em
qualquer caso, R*xz; assim, R* é também transitiva.

Quanto a clausula “além disso”, suponhamos que R é tam-
bém conexa. Entado, para todo x # y, ou Rxy ou Ryx, isto é, ou
(x,9) € R ou (9,x) € R. Como R C R", isto continua a valer
para R*, logo R* é também conexa. o

Proposigao 2.26. Se¢ R ¢ uma ordem parcial sobre A, entdo R~ =
R\ 1dy4 é uma ordem estrita. Além disso, se R ¢ uma ordem linear,
entd@o R~ ¢é uma ordem linear estrita.

Prova. Deixamos como exercicio. O

O resultado simples a seguir estabelece que ordens lineares
estritas satisfazem uma propriedade no estilo da extensionali-

dade:



Proposicao 2.27. Se < é uma ordem linear estrita sobre A, entdo:
(Va,b e A)(Vx e A)(x <aex<b) > a=h).

Prova. Suponhamos (Vx € 4)(x < a & x < b). Se a < b, entdo
a < a, o que contradiz o fato de < ser irreflexiva; logo a ¢ b. De
forma totalmente analoga, b £ a. Logo a = b, pois < é conexa.O

2.5 Grafos

Um grafo é um diagrama no qual pontos—chamados “né6s” ou
“vértices” (plural de “vértice”)—sao conectados por arestas. Gra-
fos sao uma ferramenta onipresente em matematica discreta e em
ciéncia da computacdo. Sdo incrivelmente tteis para representar
e visualizar relacoes e estruturas, desde coisas concretas como
redes de varios tipos até estruturas abstratas como os possiveis
resultados de decisdes. Existem muitos tipos diferentes de grafos
na literatura que diferem, p.ex., quanto a se as arestas sdo dire-
cionadas ou ndo, tém rotulos ou nao, se pode haver arestas de
um n6 para o mesmo né, multiplas arestas entre os mesmos nos,
etc. Grafos direcionados tém uma conexao especial com relagdes.

Defini¢ao 2.28 (Grafo direcionado). Um grafo direcionado G =
(V,E) é um conjunto de vértices V e um conjunto de arestas E C
V2.

De acordo com nossa defini¢ao, um grafo é simplesmente um
conjunto junto com uma relacdo nesse conjunto. Claro, ao fa-
lar de grafos, é natural esperar que sejam representados grafica-
mente: podemos desenhar um grafo conectando dois vértices v;
e vg por uma seta sse (v1,v2) € E. A unica diferenca entre uma
relacdo por si s6 e um grafo é que um grafo especifica o conjunto
de vértices, isto é, um grafo pode ter vértices isolados. O ponto
importante, porém, é que toda relacio R em um conjunto X pode
ser vista como um grafo direcionado (X, R), e reciprocamente,



um grafo direcionado (V,E) pode ser visto como uma relacao
E C V? com o conjunto V explicitamente especificado.

Exemplo 2.29. O grafo (V,E) com V = {1,2,3,4} e E = {(1,1),
(1,2),(1,3),(2,3)} se parece com isto:

Este é um grafo diferente de (V’,E) com V' = {1,2,3}, que se
parece com isto:

2.6 Arvores

Um tipo particular de ordem parcial que desempenha um papel
importante em todas as partes da légica é uma drvore. Arvores
finitas aparecem em partes elementares da logica: por exemplo,
formulas podem ser entendidas em termos de sua decomposi¢ao
em uma arvore sintatica, enquanto derivacdes em muitos siste-
mas de derivacio também tomam a forma de arvores finitas. Ar-
vores infinitas aparecem ja na prova dos teoremas de completude
para a légica proposicional e de primeira ordem, e sdo usadas
em toda a légica matematica.



O conceito de arvore da teoria dos conjuntos esta intima-
mente relacionado a no¢ao de arvore na teoria dos grafos. Aqui
estd uma figura de uma arvore (finita):

O né mais baixo r é a raiz. Todo né diferente de r tem exa-
tamente um n6 pai imediatamente abaixo dele. Podemos pensar
na relacdo em que um no x esta para um no y se y pode ser al-
cancado a partir de x seguindo arestas para cima como x sendo
um ancestral de y.

A relacdo de ancestralidade em uma arvore é uma ordem
parcial estrita. Isso motiva a defini¢ao tedrico-conjuntista. Para
enuncia-la, precisamos de dois conceitos. Um menor elemento em
um conjunto 4 parcialmente ordenado por < é um elemento x € 4
tal que para todo y € A4 temos que x < y. Um conjunto é bem
ordenado por < se cada um de seus subconjuntos nao vazios tem
um menor elemento.

Defini¢do 2.30 (Arvore). Uma drvore é um par T = (4,<) tal
que 4 é um conjunto e < é uma ordem parcial em 4 com um
unico menor elemento r € A4 (chamado de raiz) tal que para
todo x € 4, o conjunto {y : y < x} é bem ordenado por <.

Definigao 2.31 (Sucessores). Suponha 7' = (4,<) é uma ar-
vore. Se x,y € 4, x < y, e ndo existe z € 4 tal que x < z < y,
entdao dizemos que y é um sucessor de x.



Os sucessores de x € 4 também sdao chamados de seus filhos.
Se y é um sucessor de x, entao chamamos x de predecessor ou pai
de y.

Proposigao 2.32. Se(A4,<) é uma drvore, entdo todo x € A diferente
da raiz tem no mdximo um predecessor.

Prova. Suponha y; < x e y9 < x e y1 # yo. Entao {y1,y9} C {2 :
z < x}. Como {z : z < x} é bem ordenado por <, seu subconjunto
{»1,92} tem um menor elemento, que obviamente deve ser ou y;
ou y9. Entdo ou y1 < y9 ou y9 < y1. Supusemos que y1 # yg, entdo
na verdade ou y1 < y2 ou y3 < y1. Como supusemos que y; < x e
2 < X, temos ainda que ou y; < y2 < x ou ¥ < y1 < x. Entdo y
e yo ndo podem ambos ser predecessores de x. m|

Definigao 2.33. Uma arvore 7' = (4,<) é dita infinita se 4 é
um conjunto infinito, e finita caso contrario. Se I" ¢ tal que todo
x € A tem apenas um numero finito de sucessores, entdo dizemos
que T é finitamente ramificada.

Definicao 2.34 (Ramos). Dada uma arvore 77 = (4,<), um
ramo de T é uma cadeia maximal em 7', isto é, um conjunto
B C A tal que para quaisquer x,y € Bou x <y ouy < x, e para
qualquer z € X \ B existe € B tal que nem z < z nem u < 2.
Usamos [7'] para denotar o conjunto de todos os ramos de 7.

Exemplo 2.35. Um exemplo classico de arvore finitamente ra-
mificada é a drvore bindria infinita de sequéncias finitas de Os
e 1s, as vezes denotada {0,1}* ou B*, ordenada pela relagao de
extensao C (p.ex., 101 £ 101101). Como qualquer cadeia binaria
pode sempre ser estendida adicionando um 0 ou um 1 no final,
esta arvore contém infinitos elementos: todo elemento s tem exa-
tamente dois sucessores, s0 e s1. Sua raiz é a sequéncia vazia

Al



Exemplo 2.36. De maneira um pouco mais geral, o conjunto
de sequéncias finitas de nimeros naturais N* com a relagao de
extensdo C também ¢é uma arvore. E obviamente nio finitamente
ramificada: todo s € N* tem infinitos sucessores sz, um para
cada n € N. Todo 4 C N* que é fechado sob C é uma subdrvore
de N*. (Isto é, 4 é tal que se s € 4 e s’ C s, entdo também
s’ € A.) Todas as arvores finitas podem ser representadas como
subarvores finitas de N*.

Proposigio 2.37 (Lema de Kénig). Se T = (A,<) ¢ uma drvore
infinita finitamente ramificada, entdo T tem um ramo infinito.

Um caso especial do Lema de K&nig amplamente usado em
teoria da computabilidade, conhecido como Lema Fraco de Konig,
€ o seguinte: qualquer subarvore infinita de {0,1}" tem um ramo
infinito.

2.7 Operacgdes sobre Relagoes

E frequentemente ttil modificar ou combinar relagdes. Na Pro-
posicao 2.25, consideramos a unido de relacdes, que é apenas
a unido de duas rela¢des vistas como conjuntos de pares. Do
mesmo modo, na Proposicao 2.26, consideramos a diferenca re-
lativa de relagbes. Eis algumas outras operac¢des que podemos
efetuar sobre relacoes.

Definic¢dao 2.38. Sejam R e § relacoes, e 4 um conjunto qual-
quer.
A inversa de R é R™! = {(y,x) : {x,9) € R}.
O produto relativode Re S é (R | S) = {(x,2) : Ay(RxyASyz)}.
A restriggode Ra Aé R, = Rn A2
A aplicagiode R a A é R[A] = {y: (3x € A)Rxy}

Exemplo 2.39. Seja § C Z? a relagio sucessora sobre Z, isto &,
S ={(x,9) €Z?: x +1 =y}, de modo que Sxy sse x +1 = y.



S$~1 é a relagao antecessora sobre Z, isto é, {(x,y) € Z? :
x—1=y}

S|8é{(xy)eZ?: x+2=y}

STy € a relagdo sucessora sobre N.

S[{1,2,3}] € {2,3,4}.

Definicio 2.40 (Fecho transitivo). Seja R C A% uma relagdo
binaria.

O fecho transitivo de R é R* = Jy.peny R", onde definimos
recursivamente R = R e R"™1 = R" | R.

O fecho reflexivo transitivo de R é R* = R* UIdy.

Exemplo 2.41. Tome a relagio sucessora S C Z?. S%xy sse x +
2 =y, $3xy sse x+3 = y, etc. Logo S*xy sse x+n = y para algum
n > 1. Em outras palavras, $*xy sse x < y, e S*xy sse x < y.

Resumo

Uma relagdo R sobre um conjunto 4 é um modo de relacionar
elementos de 4. Escrevemos Rxy se a relacdo vale entre x e .
Formalmente, podemos considerar R como o conjunto de pares
(x,9) € A% tais que Rxy. Ser menor que, maior que, igual a,
dividir exatamente, ter o0 mesmo comprimento que, ser um sub-
conjunto de, e ter o mesmo tamanho que sdo todos exemplos
importantes de relagbes (sobre conjuntos de ntmeros, cadeias,
ou de conjuntos). Grafos sio um modo geral de representar re-
lagbes visualmente. Mas um grafo também pode ser visto como
uma relacdo binaria (a relagao aresta) junto com o conjunto sub-
jacente de vértices.

Algumas relagdes compartilham certas caracteristicas que as
tornam especialmente interessantes ou uteis. Uma relacdo R é
reflexiva se tudo esta R-relacionado consigo mesmo; simétrica,
se, com Rxy, também Ryx vale para quaisquer x e y; e transitiva
se Rxy e Ryz garantem Rxz. Asrelacdes que tém todas essas trés



propriedades sdo rela¢des de equivaléncia. Uma relacdo é anti-
simétrica se Rxy e Ryx garantem x = y. Ordens parciais sdo
aquelas relacdes que sao reflexivas, anti-simétricas e transitivas.
Uma ordem linear é qualquer ordem parcial que satisfaz que,
para quaisquer x e y, ou Rxy ou x = y ou Ryx. (Em geral, uma
relagdo com essa propriedade é conexa).

Como as relagdes sdo conjuntos (de pares), elas podem
ser operadas como conjuntos (por exemplo, podemos formar a
unido e a intersecdo de relagdes). Também podemos encadea-las
(produto relativo R | §). Se formarmos o produto relativo de R
consigo mesmo um nimero arbitrario de vezes, obtemos o fecho
transitivo R* de R.

Problemas

Problema 2.1. Liste os elementos da relacio C no conjunto
p({a,b,c}).

Problema 2.2. Dé exemplos de relacoes que sejam (a) reflexivas
e simétricas mas nao transitivas, (b) reflexivas e antissimétricas,
(c) antissimétricas, transitivas, mas nao reflexivas, e (d) reflexi-
vas, simétricas e transitivas. Nao use rela¢bes sobre niimeros ou
conjuntos.

Problema 2.3. Mostre que =, é uma relacdo de equivaléncia,
para qualquer zn € Z*, e que N/, tem exatamente » membros.

Problema 2.4. Apresente uma prova da Proposicao 2.26.

Problema 2.5. Considere a relacdo menor ou igual a < no con-
junto {1,2,3,4} como um grafo e desenhe o diagrama correspon-
dente.

Problema 2.6. Mostre que o fecho transitivo de R ¢ de fato tran-
sitivo.



CAPITULO 3

3.1 Nocdes Basicas

Uma fun¢do é um mapa que envia cada elemento de um dado
conjunto para um elemento especifico em algum (outro) conjunto
dado. Por exemplo, a operacdo de somar 1 define uma fungao:
cada nimero z é mapeado para um Unico numero z + 1.

Mais em geral, funcées podem tomar pares, triplos, etc.,
como entradas e devolver algum tipo de saida. Muitas funcoes
nos sao familiares da aritmética basica. Por exemplo, a adicdo e
a multiplicacdo sao fun¢des. Tomam dois ntiimeros e devolvem
um terceiro.

Neste sentido matemaético e abstrato, uma fun¢do é uma caixa
preta: s6 importa que saida fica associada a que entrada, nio o
método de calcular a saida.

Defini¢ao 3.1 (Fun¢do). Uma fun¢do f: A — B é um mapea-
mento de cada elemento de 4 para um elemento de B.
Chamamos A4 de dominio de f e B de contradominio de f.
Os elementos de 4 chamam-se entradas ou argumentos de f, e
o elemento de B que fica associado a um argumento x por f
chama-se o valor de f para o argumento x, escrevendo-se f(x).

34



A imagem Im(f) de f é o subconjunto do contradominio
constituido pelos valores de f para algum argumento; Im(f) =

{f(x):x e A}.

O diagrama na Figura 3.1 pode ajudar a pensar em fungdes.
A elipse a esquerda representa o dominio da funcao; a elipse a
direita representa o contradominio; e uma seta aponta de um argu-
mento no dominio para o valor correspondente no contradominio.

7

Uma fun¢do é um mapeamento de cada elemento de um conjunto
para um elemento de outro. Uma seta vai de um argumento no dominio para
o valor correspondente no contradominio.

Exemplo 3.2. A multiplica¢do toma pares de nimeros naturais
como entradas e mapeia-os para nimeros naturais como saidas,
logo vai de NXN (o dominio) para N (o contradominio). Como
se vé, a imagem é também N, pois todo n e N é n x 1.

Exemplo 3.3. A multiplicacdo é uma funcido porque associa
cada entrada—cada par de nameros naturais—a uma unica sa-
ida: x: N2 —» N. Em contraste, mapear um nimero natural
para um real x tal que x> = n nio é funcional, pois cada inteiro
positivo n tem duas raizes quadradas: vz e —y/n. Podemos torna-
la funcional devolvendo s6 a raiz quadrada positiva: V : N — R.

Exemplo 3.4. Arelacdo que associa cada aluno de uma turma a
sua nota final é uma funcdo—nenhum aluno pode ter duas notas
finais diferentes na mesma turma. A relacdo que associa cada
aluno de uma turma aos seus progenitores nao é uma funcio: os
alunos podem ter zero, ou dois, ou mais progenitores.



Podemos definir funcées especificando de modo preciso qual
€ o valor da funcao para cada argumento possivel. Formas de o
fazer sao dar uma férmula, descrever um método para calcular
o valor, ou listar os valores para cada argumento. Como quer
que as func¢des sejam definidas, temos de garantir que, para cada
argumento, especificamos um, e apenas um, valor.

Exemplo 3.5. Seja f: N — N definida por f(x) = x + 1. Esta
€ uma definicdo que especifica f como uma fun¢do que toma
numeros naturais e devolve ntimeros naturais. Diz-nos que, dado
um ntmero natural x, f devolvera o seu sucessor x + 1. Neste
caso, o contradominio N nao é a imagem de f, pois o nimero
natural 0 ndo é sucessor de nenhum numero natural. A imagem
de f é o conjunto de todos os inteiros positivos, Z™.

Exemplo 3.6. Seja g: N — N definida por g(x) = x+2—1. Isto
nos diz que g € uma fun¢do que toma nimeros naturais e devolve
numeros naturais. Dado um ntmero natural n, g devolvera o
predecessor do sucessor do sucessor de n, isto é, n + 1.

Acabamos de considerar duas funcdes, f e g, com definigoes
diferentes. Contudo, sdo a mesma fun¢do. Afinal, para qualquer
numero natural z, temos f(n) =n+1=n+2-1= g(n). Em ou-
tras palavras: as nossas definicoes de f e g especificam o mesmo
mapeamento por meio de equacdes diferentes. Implicitamente,
pois, estamos nos apoiando num principio de extensionalidade
para funcoes,

se Vx f(x) = g(x), entdo [ =g

desde que f e g compartilhem o mesmo dominio e contradomi-
nio.

Exemplo 3.7. Também podemos definir fungdes por casos. Por
exemplo, poderiamos definir 4: N — N por

X -
5 se x € par
X

+1

h(x) =
5~ se x é impar.



Como todo niimero natural é par ou impar, a saida desta fungao
serd sempre um numero natural. Basta lembrar que, se se define
uma funcdo por casos, cada entrada possivel tem de cair em
exatamente um caso. Em alguns casos, isto exigira uma prova
de que os casos sdo exaustivos e exclusivos.

3.2 Tipos de Fungdes

Sera util introduzir uma espécie de taxonomia para alguns dos
tipos de funcdes que encontramos com mais frequéncia.

Para comecar, podemos querer considerar fungdes com a pro-
priedade de que todo membro do contradominio é um valor da
funcao. Tais fun¢Ges chamam-se sobrejetoras, e podem ser es-
quematizadas como na Figura 3.2.

(A
1

Uma funcao sobrejetora tem todo elemento do contradominio como
valor.

Defini¢ao 3.8 (Fungao Sobrejetora). Uma func¢do f: 4 — B
é sobrejetora se e s6 se B é também a imagem de f, isto é, para
todo y € B existe pelo menos um x € 4 tal que f(x) =y, ou em
simbolos:

(Vy € B)(3x € A)f (x) = y.

Chamamos a tal fun¢do uma sobrejecao de 4 para B.
Se quiser mostrar que f é uma sobrejecdo, tem de mostrar

que todo objeto no contradominio de f é o valor de f(x) para
alguma entrada x.



Note-se que qualquer func¢do induz uma sobrejecdo. Afinal,
dada uma fungido f: 4 — B, seja f': A — Im(f) definida por
f'(x) = f(x). Como Im(f) é definida como {f(x) € B: x € A},
esta fun¢ao f’ é garantidamente uma sobrejecao

Agora, qualquer fun¢do mapeia cada entrada possivel para
uma unica saida. Mas ha também func¢bes que nunca mapeiam
entradas diferentes para a mesma saida. Tais fun¢des chamam-se
injetoras, e podem ser esquematizadas como na Figura 3.3.

)

7

Uma funcao injetora nunca mapeia dois argumentos diferentes para
o mesmo valor.

Defini¢iao 3.9 (Fungao Injetora). Uma funcio f: 4 — B é in-
Jjetora se e s6 se, para cada y € B, ha no maximo um x € 4 tal
que f(x) = y. Chamamos a tal fun¢do uma injecdo de A4 para B.

Se quiser mostrar que f é uma injegao, tem de mostrar que,
para quaisquer elementos x e y do dominio de f, se f(x) = f(y),
entdo x = y.

Exemplo 3.10. A funcio constante f: N — N dada por f(x) =
1 ndo é nem injetora, nem sobrejetora.

A funcdo identidade f: N — N dada por f(x) = x € tanto
injetora quanto sobrejetora.

A funcdo sucessora f: N — N dada por f(x) = x+1 é
injetora mas nao sobrejetora.

A funcdo f: N — N definida por:

£ se x é par
fx) = { 0

=~ se x € impar.



é sobrejetora, mas nao injetora.

Muitas vezes, queremos considerar fun¢ées que sao tanto in-
jetoras como sobrejetoras. Chamamos a tais func¢des bijetoras.
Parecem-se com a fung¢io esquematizada na Figura 3.4. Bije¢oes
sao também por vezes chamadas correspondéncias biunivocas, pois
associam de modo tnico elementos do contradominio a elemen-

tos do dominio.

Uma funcio bijetora associa de modo tinico os elementos do con-
tradominio aos do dominio.

Defini¢ao 3.11 (Bije¢do). Uma funcdo f: 4 — B é bijetora se e
sO se é tanto sobrejetora como injetora. Chamamos a tal fun¢ao
uma bijecdo de 4 para B (ou entre 4 e B).

3.3 Funcgdes como Relacoes

Uma funcdo que mapeia elementos de 4 para elementos de B
define obviamente uma relacdo entre 4 e B, nomeadamente a
relacdo que se verifica entre x e y se e s6 se f(x) = y. De fato,
podemos até—se nos interessa reduzir os blocos de construcao
da matematica, por exemplo—identificar a funcao f com esta
relacdo, isto €, com um conjunto de pares. Isto levanta entao a
questdo: que relacdes definem funcoes deste modo?

Defini¢ao 3.12 (Grafico de uma fungao). Seja f: 4 — B
uma fungdo. O grifico de f € a relacio Ry C A X B definida



por
Ry ={(x.9): f(x) =y}

O grafico de uma funcéo fica unicamente determinado, pela
extensionalidade. Além disso, a extensionalidade (sobre conjun-
tos) justifica de imediato o principio implicito de extensionali-
dade para funcoes, segundo o qual, se f e g compartilham domi-
nio e contradominio, entao sao idénticas se coincidem em todos
os valores.

Do mesmo modo, se uma relacio é “funcional”, entdo € o
grafico de uma funcao.

Proposicao 3.13. S¢ja R C A X B tal que:
7. Se Rxy ¢ Rxz, entdoy = z; ¢
2. para todo x € A existe algum y € B tal que (x,y) € R.

Entao R ¢ o grdfico da fun¢do f: A — B definida por f(x) =y see
56 se Rxy.

Prova. Suponhamos que existe y tal que Rxy. Se existisse outro
z # y tal que Rxz, a condi¢do sobre R seria violada. Logo, se
existe y tal que Rxy, esse y é unico, e assim f estd bem definida.
Obviamente, Ry = R. O

Toda fun¢do f: A — B tem um grafico, isto é, uma rela-
¢do em 4 x B definida por f(x) = y. Por outro lado, toda rela-
¢do R € A X B com as propriedades dadas na Proposicao 3.13
é o grafico de uma funcdo f: 4 — B. Por causa desta ligacao
estreita entre funcoes e os seus graficos, podemos pensar numa
funcdo simplesmente como o seu grafico. Em outras palavras,
fun¢des podem identificar-se com certas relagdes, isto é, com cer-
tos conjuntos de tuplos. Podemos agora considerar fazer ope-
racoes semelhantes sobre funcées as que fizemos sobre relacoes
(ver secao 2.7). Em particular:



Defini¢do 3.14. Seja f: A — B uma funcdo com C C 4.

A restrigio de f a C é a fungdo f[¢: C — B definida por
(f1c)(x) = f(x) para todo x € C. Em outras palavras, f[¢ =
{(x,y) € Ry : x € C}.

A aplicagaode f a C é f[C] = {f(x) : x € C}. Chamamos-lhe
também a imagem de C por f.

Segue-se destas definicdes que Im(f) = f[dom(f)], para
qualquer funcdo f. Estas nocdes sdo exatamente as que se es-
peraria, dadas as defini¢des na secdo 2.7 e a nossa identificacao
de funcdes com relacdes. Mas outras duas opera¢des—inversas
e produtos relativos—exigem um pouco mais de detalhe. Trata-
remos disso na secao 3.4 e na segao 3.5.

3.4 Inversas de Funcgdes

Pensamos nas fungdes como mapas. Uma pergunta natural so-
bre funcdes é, pois, se 0 mapeamento pode ser “invertido”. Por
exemplo, a func¢do sucessora f(x) = x + 1 pode ser invertida, no
sentido em que a funcdo g(y) = y — 1 “desfaz” o que f faz.

Mas é preciso ter cuidado. Embora a definicdo de g defina
uma fun¢ao Z — Z, nao define uma fun¢do N — N, pois g(0) ¢ N.
Assim, mesmo em casos simples, ndo é 6bvio que uma funcao
possa ser invertida; pode depender do dominio e do contrado-
minio.

Isto torna-se mais preciso com a no¢ao de inversa de uma
funcao.

Defini¢ao 3.15. Uma funcdo g: B — A4 é uma inversa de uma

funcdo f: 4 — Bse f(g(y)) =y e g(f(x)) = x para todo x € 4
eyeB.

Se f tem uma inversa g, escrevemos muitas vezes f ! em vez
de g.



Agora determinaremos quando as func¢des tém inversas. Um
bom candidato a inversa de f: 4 — B é g: B — A “definida

»

por
g(y) = “0” x tal que f(x) = y.

(P

Mas as aspas em “definida por” (e em “0”) sugerem que isto
nio é uma defini¢do. Pelo menos, nem sempre funcionara com
total generalidade. Pois, para que esta definicdo especifique uma
funcao, tem de haver um e apenas um x tal que f(x) = y—a saida
de g tem de ficar unicamente determinada. Além disso, tem de
estar especificada para todo y € B. Se existirem x1 e x9 € 4 com
x1 # x9 mas f(x1) = f(xq2), entdo g(y) nao ficaria unicamente
determinada para y = f(x1) = f(x2). E se ndo existir x algum
tal que f(x) = y, entdo g(y) nem sequer fica especificada. Em
outras palavras, para g estar definida, f tem de ser tanto injetora
quanto sobrejetora.

Vamos com calma. Dividiremos a questdo em duas: dada
uma func¢do f: 4 — B, quando existe uma fung¢ao g: B — 4 tal
que g(f(x)) = x? Tal g “desfaz” o que f faz, e chama-se inversa
a esquerda de f. Em segundo lugar, quando existe uma funcgao
h: B — A tal que f(h(y)) = y? Tal h chama-se inversa a direita
de f—f “desfaz” o que £ faz.

Proposic¢ao 3.16. Se f: A — B é injetora, entdo existe uma inversa
aesquerda g: B — A de f tal que g(f (x)) = x para todo x € A.

Prova. Suponhamos que f: A — B é injetora. Consideremos
y € B. Se y € Im(f), existe x € 4 tal que f(x) = y. Como
f € injetora, ha apenas um tal x € 4. Entdo podemos definir:
g(y) = x, isto é, g(y) é “0” x € Atal que f(x) = y. Sey ¢
Im(f), podemos mapea-lo para qualquer a € 4. Assim, podemos
escolher a € 4 e definir g: B — A por:

fx sefx =y
g(y)_{a se y ¢ Im(f).



Esta definida para todo y € B, pois para cada tal y € Im(f)
ha exatamente um x € 4 tal que f(x) = y. Por definicao, se

y = f(x), entdo g(y) = x, isto &, g(f(x)) = . O

Proposigao 3.17. Se f: A — B ¢ sobrejetora, entdo existe uma in-
versa a direita h: B — A de f tal que f (h(y)) =y para todo y € B.

Prova. Suponhamos que f: A — B é sobrejetora. Consideremos
» € B. Como f é sobrejetora, existe x, € 4 com f(x,) = y. Entao
podemos definir: 4(y) = xy, isto é, para cada y € B escolhemos
algum x € 4 tal que f(x) = y; como f € sobrejetora ha sempre
pelo menos um de onde escolher." Por definicdo, se x = A(y),
entdo f(x) =y, isto é, para todo y € B, f(h(y)) = y. o

Combinando as ideias da prova anterior, obtemos agora que
toda bijecao tem uma inversa, isto €, existe uma tnica fungao que
é tanto inversa a esquerda quanto a direita de f.

Proposicdao 3.18. Se f: A — B ¢ bijetora, existe uma fun-
¢ao f~1: B — A tal que, para todo x € A, f2(f(x)) = x ¢, para
todoy € B, f(f71 () = .

Prova. Exercicio. O

Ha uma forma ligeiramente mais geral de extrair inversas.
Vimos na secdao 3.2 que toda funcdo f induz uma sobrejecao
f'+ A4 — Im(f) pondo f’'(x) = f(x) para todo x € A. Clara-
mente, se [ é injetora, entdo f’ é bijetora, logo tem uma inversa

!Como f é sobrejetora, para todo y € B o conjunto {x : f(x) = y} é
nao vazio. A nossa defini¢do de % exige que escolhamos um unico x em cada
um destes conjuntos. Que isto seja sempre possivel ndo é de todo ébvio—a
possibilidade de fazer estas escolhas é simplesmente assumida como axioma.
Em outras palavras, esta proposi¢ao pressupde o chamado Axioma da Escolha,
questao a que aqui nao damos destaque. Contudo, em muitos casos concretos,
p.ex., quando 4 = N ou é finito, ou quando f é bijetora, o Axioma da Escolha
ndo é necessario. (No caso em que f é bijetora, para cada y € B o conjunto
{x: f(x) = y} tem exatamente um elemento, logo nao ha escolha a fazer.)



unica pela Proposicao 3.18. Por um pequeno abuso de notagao,
chamamos por vezes a inversa de f’ simplesmente “a inversa

de £

Proposicao 3.19. Mostre que, se f: A — B tem uma inversa a es-
querda g e uma inversa a direita h, entdo h = g.

Prova. Exercicio. O

Proposicao 3.20. Toda funcao f tem no mdximo uma inversa.

Prova. Suponhamos que g e & sdo ambas inversas de f. Entdo,
em particular, g € uma inversa a esquerda de f e £ é uma inversa
a direita. Pela Proposicao 3.19, g = A. m]

3.5 Composi¢cao de Fungdes

Vimos na secio 3.4 que a inversa ! de uma bijecio f ¢é ela
propria uma funcdo. Outra operacao sobre fung¢des é a composi-
¢ao: podemos definir uma nova fun¢do compondo duas fungées,
f e g, isto é, aplicando primeiro f e depois g. Claro que isto s6
é possivel se as imagens e os dominios forem compativeis, isto
é, a imagem de f tem de ser um subconjunto do dominio de g.
Esta operacao sobre funcdes é o analogo da operacdo de produto
relativo sobre relacdes na secao 2.7.

Um diagrama pode ajudar a explicar a ideia de composi-
¢ao. Na Figura 3.5, representamos duas fungoes f: 4 — B e
g: B — C e asua composicao (go f). Afungao (gof): 4—>C
associa cada elemento de 4 a um elemento de C. Especificamos a
que elemento de C fica associado um elemento de 4 do seguinte
modo: dada uma entrada x € 4, aplicamos primeiro a funcao f
a x, obtendo algum f(x) = y € B, depois aplicamos a fungao g
a y, obtendo algum g(f(x)) = g(y) =z € C.



A composi¢io g o f de duas funcdes f e g.

Defini¢ao 3.21 (Composi¢do). Sejam f: 4 - Beg: B - C
funcoes. A composi¢io de f com g é go f: A — C, onde (g o
D x) = g(f(x)).

Exemplo 3.22. Consideremos as funcdes f(x) = x+1, e g(x) =
2x. Como (g o f)(x) = g(f(x)), para cada entrada x deve pri-
meiro tomar-se o sucessor, depois multiplicar o resultado por
dois. Logo a composi¢ao é dada por (go f)(x) =2(x +1).

3.6 Funcdes Parciais

As vezes é util relaxar a definicio de fungdo de modo que nio
seja exigido que a saida da funcao esteja definida para todas as
entradas possiveis. Tais mapeamentos sio chamados de fungdes
parciais.

Definicao 3.23. Uma funcdo parcial f: A - B é um mapea-
mento que associa a cada elemento de 4 no maximo um elemento
de B. Se f associa um elemento de B a x € 4, dizemos que f(x)
estd definido, e caso contrario indefinido. Se f(x) esta definido,
escrevemos f(x) |, caso contrario f(x) T. O dominio de uma



funcao parcial f € o subconjunto de 4 onde ela esta definida,

isto é, dom(f) ={x e 4d: f(x) |}.

Exemplo 3.24. Toda fungdo f: 4 — B é também uma funcao
parcial. Funcbes parciais que estdo definidas em todo 4—isto é,
o que até agora chamavamos simplesmente de funcdo—também
sdo chamadas de fungdes fotais.

Exemplo 3.25. A funcgio parcial f: R + R dada por f(x) =
1/x € indefinida para x = 0 e definida em todo o restante.

Defini¢do 3.26 (Grafico de uma fungado parcial). Seja
f: A4 + B uma funcio parcial. O grifico de f é a relacdo
Ry C AX B definida por

Ry ={{x,p): f(x) = y}.

Proposigao 3.27. Suponha que R C AX B tem a propriedade de que
sempre que Rxy e Rxy’ entdo y = y'. Entdo R é o grdfico da fungao
parcial f: A - B definida por: se existe um y tal que Rxy, entdo
f(x) =y, caso contrdrio f(x) 1. Se R também ¢ serial, isto ¢, para
cada x € A existe um y € B tal que Rxy, entdo f ¢ total.

Prova. Suponha que existe um y tal que Rxy. Se existisse outro
y" # y tal que Rxy’, a condicao sobre R seria violada. Portanto, se
existe um y tal que Rxy, esse y € unico, e assim f é bem definida.
Obviamente, Ry = R e f ¢é total se R € serial. O

Resumo

Uma fungio f: A — B mapeia todo elemento do dominio 4 em
um Unico elemento do contradominio B. Se x € A, chamamos
o y no qual f mapeia x de valor f(x) de f para o argumento x.
Se 4 é um conjunto de pares, podemos pensar na fun¢ao f como



tomando dois argumentos. A imagem Im(f) de f € o subcon-
junto de B que consiste em todos os valores de f.

Se Im(f) = B, entdo f é chamada de sobrejetora. O va-
lor f(x) é tnico no sentido de que f mapeia ¥ em apenas um
f (%), nunca mais de um. Se f(x) também € tnico no sentido de
que dois argumentos diferentes ndo sio mapeados no mesmo va-
lor, f é chamada de injetora. As fun¢des que sao tanto injetoras
quanto sobrejetoras sio chamadas de bijetoras.

As funcdes bijetoras tém uma fungdo inversa f ! Ginica. As
funcoes também podem ser encadeadas: a funcdo (go f) é a
composic¢dao de f com g. Composi¢des de funcdes injetoras sao
injetoras, e de fungdes sobrejetoras sdo sobrejetoras, e (f Lo f)
é a funcido identidade.

Se relaxamos a exigéncia de que f deva ter um valor para
todo x € 4, obtemos a nocao de fungdo parcial. Se f: 4 + B
é parcial, dizemos que f(x) é definida, f(x) |, se f tem um
valor para o argumento x, e, caso contrario, dizemos que f(x)
é indefinida, f(x) T. Toda funcdo (parcial) f esta associada ao
grafo Ry de f, a relacdo que vale sse f(x) = y.

Problemas

Problema 3.1. Mostre que, se f: 4 — B tem uma inversa a
esquerda g, entdo f é injetora.

Problema 3.2. Mostre que, se f: 4 — B tem uma inversa a
direita £, entdao f € sobrejetora.

Problema 3.3. Prove Proposicdo 3.18. Tem de definir f 1, mos-
trar que é uma funcdo, e mostrar que é uma inversa de f, isto é,

FAf(x)=xe f(f1(y) =yparatodox € deyec B.
Problema 3.4. Prove Proposicao 3.19.

Problema 3.5. Mostre que,se f: 4 — Be g: B— C sao ambas
injetora, entdo g o f: 4 — C ¢ injetora.



Problema 3.6. Mostre que,se f: 4 — Be g: B — C sao ambas
sobrejetora, entdao g o f: 4 — C é sobrejetora.

Problema 3.7. Suponhamos f: 4 — B e g: B — C. Mostre
que o graficode go f é Ry | R,.

Problema 3.8. Dada f: A + B, defina a funcéo parcial g: B -+
A4 por: para qualquer y € B, se existe um tnico x € 4 tal que
f(x) =y, entdo g(y) = x; caso contrario g(y) T. Mostre que se f

é injetiva, entdao g(f(x)) = x paratodo x € dom(f) e f(g(y)) =y
para todo y € Im(f).



CAPITULO 4

4.1 Introducido

Quando Georg Cantor desenvolveu a teoria dos conjuntos na
década de 1870, um dos seus objetivos era tornar aceitavel a
ideia de uma cole¢io infinita—um infinito atual, como diriam os
medievais. Parte central disto foi o seu tratamento do tamanho
de conjuntos diferentes. Se a, b e ¢ sdo todos distintos, entdo
o conjunto {a,b,c} é intuitivamente maior que {a,b}. Mas e os
conjuntos infinitos? Serdo todos do mesmo tamanho? Acontece
que nao.

A primeira ideia importante aqui é a de enumera¢do. Pode-
mos listar qualquer conjunto finito enumerando todos os seus
elementos. Para alguns conjuntos infinitos, também podemos lis-
tar todos os seus elementos se permitirmos que a prépria lista
seja infinita. Tais conjuntos chamam-se contaveis. O resultado
surpreendente de Cantor, que compreenderemos completamente
no fim deste capitulo, foi que alguns conjuntos infinitos zdo sao
contaveis.
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4.2 Enumerac¢oes e Conjuntos Contaveis

Ja demos exemplos de conjuntos listando seus elementos. Discu-
tamos agora, de maneira mais geral, como e quando podemos
listar os elementos de um conjunto, mesmo que esse conjunto
seja infinito.

Defini¢ao 4.1 (Enumeracio, informalmente). Informalmente,
uma enumera¢do de um conjunto 4 é uma lista (possivelmente
infinita) de elementos de 4 tal que todo elemento de 4 aparece
na lista em alguma posicdo finita. Se 4 tem uma enumeracio,
entao diz-se que 4 é contdvel.

Alguns pontos sobre enumeragoes:

1. Contamos como enumerac¢des apenas listas que tém um
comeco e em que todo elemento além do primeiro tem um
unico elemento imediatamente anterior. Em outras pala-
vras, ha apenas um ntmero finito de elementos entre o
primeiro elemento da lista e qualquer outro elemento. Em
particular, isso significa que todo elemento de uma enu-
meracdo tem uma posi¢ao finita: o primeiro elemento tem
posicao 1, o segundo posicdo 2, etc.

2. Podemos ter enumeracdes diferentes do mesmo conjunto 4
que diferem pela ordem em que os elementos aparecem:
4, 1, 25, 16, 9 enumera os (conjunto dos) cinco primeiros
quadrados tdo bem quanto 1, 4, 9, 16, 25.

3. Enumeragdes redundantes ainda sdo enumeracdes: 1, 1, 2,
2, 3, 3, ... enumera o mesmo conjunto que 1, 2, 3, ....

4. Ordem e redundéncia importam quando especificamos uma
enumeracdo: podemos enumerar os inteiros positivos co-
mecando com 1, 2, 3, 1, ..., mas o padrao é mais facil de
ver quando enumerados da maneira padrao como 1, 2, 3,
4, ...



5. Enumerac¢des devem ter um comeco: ..., 3, 2, 1 ndo é uma
enumeracao dos inteiros positivos porque nao tem primeiro
elemento. Para ver como isso segue da definicdo informal,
pergunte a si mesmo: “em que posi¢do na lista o nimero
76 aparece?”

6. O seguinte ndo é uma enumerac¢io dos inteiros positivos:
1,3,5,...,2,4,6, ... O problema é que os nimeros pares
ocorrem nas posicdes co + 1, oo + 2, co + 3, em vez de em
posicdes finitas.

7. O conjunto vazio é contavel: é enumerado pela lista vazia!

Proposigao 4.2. Se A tem uma enumeracgdo, tem uma enumeracio
sem repetigoes.

Prova. Suponha que 4 tem uma enumeragao X1, X, ... em que
cada x; é um elemento de A. Podemos remover repeticoes de
uma enumeracdo removendo elementos repetidos. Por exemplo,
podemos transformar a enumerag¢do em uma nova na qual lista-
mos x; se ele é um elemento de 4 que nao esta entre x1, ..., ¥;_1
ou removemos x; da lista se ja aparece entre X1, ..., X;_1. o

O ultimo argumento mostra que, para obter um bom controle
sobre enumeracdes e conjuntos contaveis e provar coisas sobre
eles, precisamos de uma definicdo mais precisa. O seguinte a
fornece.

Definic¢dao 4.3 (Enumeracgio, formalmente). Uma enumera¢io
de um conjunto 4 # 0 é qualquer fungio sobrejetora f: Z* — A.

Convencamo-nos de que a definicao formal e a definicdo in-
formal usando uma lista possivelmente infinita sdo equivalentes.
Primeiro, qualquer funcéo sobrejetora de Z* para um conjunto 4
enumera 4. Tal fun¢ido determina uma enumeragdo conforme de-
finido informalmente acima: a lista f(1), f(2), f(3), .... Como



f € sobrejetora, todo elemento de A é garantidamente o valor
de f(n) para algum n € Z*. Logo, todo elemento de 4 aparece
em alguma posi¢ao finita na lista. Como a funcdo pode nao ser
injetora, a lista pode ser redundante, mas isso é aceitavel (como
observado acima).

Por outro lado, dada uma lista que enumera todos os elemen-
tos de 4, podemos definir uma fungio sobrejetora f: Z* — A4
fazendo f(n) ser o n-ésimo elemento da lista, ou o ultimo ele-
mento da lista se ndo ha n-ésimo elemento. O tnico caso em que
isso ndo produz uma func¢ao sobrejetora é quando A é vazio, e
portanto a lista é vazia. Assim, toda lista n3o vazia determina
uma funcado sobrejetora f: Z* — A.

Defini¢ao 4.4. Um conjunto 4 é contavel sse é vazio ou tem uma
enumeracao.

Exemplo 4.5. Uma funcdo que enumera os inteiros positivos
(Z*) é simplesmente a funcao identidade dada por f(n) = n.
Uma funcdo que enumera os numeros naturais N é a funcdo
g(n)=n-1.

Exemplo 4.6. As funcbes [: Z* —» Z" e g: Z* — Z* dadas por

f(n)=2ne
g(n)=2n-1

enumeram os inteiros positivos pares e os inteiros positivos im-
pares, respectivamente. Contudo, nenhuma das fun¢ées é uma
enumeracgao de Z*, ja que nenhuma é sobrejetora.

Exemplo 4.7. A funcdo f(n) = (—1)”[”2;1)] (onde [x] denota
a funcéo teto, que arredonda x para cima até o inteiro mais pro-
ximo) enumera o conjunto dos inteiros Z. Note como f gera
os valores de Z “saltando” de um lado para outro entre inteiros



positivos e negativos:

FQ f@Q fB3 f@ f©6) f6) f(7)

=191 131 =131 151 -I51 131 —18]

0 1 -1 2 -2 3

Vocé também pode pensar em f como definida por casos da
seguinte forma:

0 sen=1
f(n)=14n/2 se n é par
—(n—-1)/2 sen éimpare>1

Embora seja talvez mais natural ao listar os elementos de um
conjunto comecar a contar a partir do 1° elemento, os matema-
ticos gostam de usar os nimeros naturais N para contar coisas.
Eles falam do 0°, 1%, 2°, e assim por diante, elemento de uma
lista. Correspondentemente, podemos definir uma enumeracao
como uma fungéo sobrejetora de N para 4. E claro que as duas
definicoes sdo equivalentes.

Proposicao 4.8. Hd uma sobrejecao [ : Z* — A sse hd uma sobreje-
¢a@og: N — A.

Prova. Dada uma sobreje¢do f: Z* — A, podemos definir g(n) =
f(n+1) para todo n € N. E facil ver que g: N — 4 é sobrejetora.
Reciprocamente, dada uma sobrejecdo g: N — 4, defina f(n) =

g(n—-1). o
Isso nos da o seguinte resultado:

Corolario 4.9. Um conjunto A é contdvel sse ¢ vazio ou hd uma fun-
¢ao sobrejetora f: N — A.



Discutimos acima que uma lista de elementos de um con-
junto A4 pode ser transformada em uma lista sem repeti¢oes. Isso
também vale para enumeracdes, mas é um pouco mais dificil de
formular e provar rigorosamente. Qualquer funcdo f: Z* — 4
deve estar definida para todo n € Z*. Se ha apenas um ntimero fi-
nito de elementos em 4, entdo claramente nio podemos ter uma
func¢ao definida nos infinitos elementos de Z* que toma como va-
lores todos os elementos de 4 mas nunca toma o mesmo valor
duas vezes. Nesse caso, isto é, no caso em que a lista sem repe-
ticoes € finita, devemos escolher um dominio diferente para f,
um com apenas um numero finito de elementos. Nao ter repe-
ticoes significa que f deve ser injetora. Como também é sobre-
jetora, estamos procurando uma bijecdo entre algum conjunto
finito {1,...,7} ouZ* e A.

Proposicao 4.10. Se f: Z* — A é sobrejetora (isto é, uma enumera-
¢do de A), hd uma bije¢ao g: Z — A onde Z ¢ Z* ou {1,...,n} para
algum n € Z*.

Prova. Definimos a fungdo g recursivamente: seja g(1) = f(1).
Se g(i) ja foi definido, seja g(i + 1) o primeiro valor de f(1),
f(2), ... que ainda nao esta entre g(1), ..., g(i), se houver
um. Se 4 tem apenas n elementos, entdo g(1), ..., g(n) estdao
todos definidos, e assim definimos uma func¢ao g: {1,...,n} — A.
Se A tem infinitos elementos, entdo para qualquer i deve haver
um elemento de 4 na enumeragdo f(1), f(2), ..., que ainda
nao esta entre g(1), ..., g(i). Nesse caso definimos uma funcao
g: 72" — A

A funcdo g é sobrejetora, ja que qualquer elemento de A4 esta
entre (1), f(2), ... (pois f é sobrejetora) e assim eventual-
mente sera um valor de g(i) para algum i. Também ¢é injetora,
ja que se houvesse j < i tal que g(j) = g(i), entdo g(i) ja estaria
entre g(1), ..., g(i — 1), contrariamente a forma como defini-
mos g. O



Corolario 4.11. Um conjunto A ¢ contdvel sse é vazio ou hd uma bi-
jecao f: N — A onde N =N ou N ={0,...,n} para algum n € N.

Prova. A é contavel sse 4 é vazio ou ha a sobrejetora f: Z* — A.
Pela Proposicao 4.10, o ultimo vale sse ha uma funcado bije-
tora f: Z - Aonde Z = Z" ou Z = {1,...,n} para algum
n € Z*. Pelo mesmo argumento da prova da Proposicao 4.8, isso
por sua vez é o caso sse had uma bijecdo g: N — A onde N =N
ouN ={0,...,n—-1}. O

4.3 Meétodo do Zigue-Zague de Cantor

Ja consideramos algumas enumeracdes “faceis”. Vejamos algo
um pouco mais dificil. Considere-se o conjunto dos pares de
numeros naturais, que definimos na se¢ao 1.5 assim:

NXN={(n,m): n,m e N}
Podemos organizar estes pares ordenados numa matriz, assim:

0 1 2 3
(0,0) | (0,1) | (0,2) | (0,3)
(L,0) | (1L1) | <1,2) | (1,3)
(2,00 | (2,1) | (2,2) | (2,3)
(3,00 | (3.1) | (3.2 | (3.3)

WIN =IO

Claramente, cada par ordenado em N x N aparece exatamente
uma vez na matriz. Em particular, (z,m) aparece na n-ésima
linha e na m-ésima coluna. Mas como organizar os elementos
de tal matriz numa lista “unidimensional”? O padrio na matriz
abaixo demonstra uma forma de o fazer (embora haja, claro,



muitas outras):

0(1|2)|3 | 4
00| 1|3 ] 6|10
112 4|7 |11
2|5 8|12
31913
4|14

Este padrao chama-se método do zigue-zague de Cantor. Enumera
N x N do seguinte modo:

(0,0),¢0,1),(1,0),¢0,2),(1,1),(2,0),¢0,3),(1,2),(2,1),(3,0),. ..
Isto estabelece o seguinte:
Proposigdo 4.12. N X N ¢ contdvel.

Prova. Seja f: N — N x N a funcdo que a cada £ € N associa
o tuplo (n,m) € N X N tal que £ é o valor na n-ésima linha e
m-ésima coluna da matriz do zigue-zague de Cantor. |

Esta técnica generaliza-se bem. Por exemplo, podemos usa-
la para enumerar o conjunto dos triplos ordenados de ntimeros
naturais, isto é:

NXNxXxN={(n,mk):nmk e N}

Pensamos em N XN XN como o produto cartesiano de NxXN com
N, isto é,

N® = (NxN)xN = {((n,m),k) : n,m,k € N}



e assim podemos enumerar N® com uma matriz rotulando um
eixo com a enumeracio de N e o outro com a enumeragio de N:

0 1 2 3
(0,0) | (0,0,0) | (0,0,1) | (0,0,2) | (0,0,3)
(0,1) | (0,1,0) | (0,1,1) | (0,1,2) | (0,1,3)
1,0y | (1,0,0) | (1,0,1) | (1,0,2) | (1,0,3)
(0,2) | (0,2,0y | (0,2,1) | (0,2,2) | (0,2,3)

Assim, com um método como o zigue-zague de Cantor, obtemos
analogamente uma enumeracio de N, E podemos continuar,
obtendo enumeragdes de N” para qualquer nimero natural z.
Logo:

Proposigao 4.13. N" ¢ contdvel, para todo n € N.

4.4 Funcdes de Pareamento e Codigos

O método do zigue-zague de Cantor torna visualmente evidente
a enumerabilidade de N”. Mas vamos concentrar-nos na nossa
matriz que representa N2, Seguindo a linha em zigue-zague na
matriz e contando as posi¢oes, podemos verificar que (1,2) fica
associado ao nimero 7. Seria util, contudo, poder calcular isto
de modo mais direto. Ou seja, seria util dispor da inversa da
enumeracio em ziguezague, g: N2 — N, tal que

£((0,0)) =0, g(€0.1)) =1, g((1,0)) = 2, ....g({1,2)) =7, ...

Isto permitirnos-ia calcular exatamente em que posi¢ao da enu-
meracio cai (n,m).

De fato, podemos definir g diretamente com base em duas
observacoes. Primeiro: se a n-ésima linha e a m-ésima coluna
contém o valor v, entdo a (n + 1)-ésima linha e a (m — 1)-ésima
coluna contém o valor v + 1. Segundo: a primeira linha da nossa
enumeracio consiste nos nameros triangulares, comecando por



0,1, 3, 6, etc. O k-ésimo ntimero triangular € a soma dos nimeros
naturais < £, que se pode calcular como k(£ + 1)/2. Juntando
estas duas observacoes, consideremos a funcio:

(m+m+1)(n+m)
2

g(n,m) =

Escreve-se frequentemente g(n,m) em vez de g({n,m)), ja que é
mais facil para os olhos. Isto diz-nos que se determine primeiro o
(7 + m)-ésimo numero triangular e depois que lhe somemos z. A
funcdo preenche a matriz exatamente da maneira que desejamos.
Em particular, o par (1,2) é enviado para % +1=7.

Esta funcdo g é a inversa de uma enumeracao de um conjunto
de pares. Tais funcdes chamam-se fungdes de emparelhamento.

Defini¢ao 4.14 (Fun¢do de emparelhamento). Uma funcdo
f:AXx B — N é uma fun¢do de emparelhamento aritmética se f
for injetiva. Dizemos também que f codifica A X B, e que f(x,y)
€ o cidigo de (x,y).

Podemos usar fun¢des de emparelhamento para codificar, por
exemplo, pares de nimeros naturais; ou, em outras palavras, po-
demos representar cada par de elementos por um #nico numero.
Usando a inversa da fun¢ao de emparelhamento, podemos desco-
dificar o numero, isto é, determinar que par representa.

4.5 Uma Fung¢do de Emparelhamento
Alternativa

Ha outras enumeracdes de N? que facilitam descobrir quais sao
suas inversas. Eis uma. Em vez de visualizar a enumeracao em
uma matriz, comece com a lista de inteiros positivos associados a
espacos (inicialmente) vazios. Imagine preencher esses espacos
sucessivamente com pares (n,m) da seguinte forma. Comec¢ando
com os pares que tém 0 na primeira posic¢ao (isto é, pares (0,m)),



coloque o primeiro (isto €, (0,0)) no primeiro espago vazio, de-
pois pule um espaco vazio, coloque o segundo (isto ¢, (0,2)) no
préximo espaco vazio, pule outro, e assim por diante. O comeco
(incompleto) de nossa enumerac¢ao agora se parece com isto

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(0,0) (0,1) 0,2) (0,3) (0,4)

Repita isso com pares (1,m) nos lugares que ainda permanecem
vazios, novamente pulando cada outro espaco vazio:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(0,0) (1,0) (0,1) 0,2) (1,1) (0,3) 0,4y (1,2)

Insira pares (2,m), (2,m), etc., da mesma forma. Nossa enume-
racao completa assim comeca assim:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(0,0) (1,0) (0,1) (2,0) (0,2 (1,1) (0,3) (3,0) (0,4) (1,2)

Se numerarmos as células na matriz acima de acordo com essa
enumerac¢ao, nao encontraremos uma linha zigue-zague arru-
mada, mas este arranjo:

0 12 3 |4]|5
o013 |5 |79 |11
12| 6 10|14 |18
24|12 |20 28
3| 8|24 40
4|16 | 48
5132

Podemos ver que os pares na linha 0 estdo nas posi¢coes impares
de nossa enumeracao, isto €, o par (0,m) esta na posicao 2m +1;
os pares na segunda linha, (1,m), estdo em posi¢des cujo nimero



€ o dobro de um ntimero impar, especificamente, 2 - (2m + 1); os
pares na terceira linha, (2,m), estdo em posicoes cujo nimero é
quatro vezes um numero impar, 4-(2m+1); e assim por diante. Os
fatores de (2m+1) para cada linha, 1, 2, 4, 8, ..., sdo exatamente
as poténcias de 2: 1 = 2009 =91 4 =292 8 =23 ... De fato,
o expoente relevante é sempre o primeiro membro do par em
questao. Assim, para o par (n,m) o fator é 2". Isso nos da a
formula geral: 2" - (2m + 1). Contudo, isso é um mapeamento
de pares para inteiros positivos, isto €, (0,0) tem posicao 1. Se
quisermos comegcar na posi¢ao 0 devemos subtrair 1 do resultado.
Isso nos da:

Exemplo 4.15. A funcio 4: N?> — N dada por
h(n,m)=2"2m+1) -1

¢ uma funcdo de emparelhamento para o conjunto de pares de
nimeros naturais N2,

De acordo com nossa segunda enumeragio de N2, o par (0,0)
tem cédigo £(0,0) = 2°(2-0+1) -1 = 0; (1,2) tem codigo
21.(2:2+1)-1 = 2:5-1 = 9; (2,6) tem codigo 22-(2-6+1)—1 = 51.

As vezes basta codificar pares de niimeros naturais N? sem
exigir que a codificacdo seja sobrejetora. Tais codifica¢cdes tém
inversas que sdo apenas funcdes parciais.

Exemplo 4.16. A funcio j: N> — N* dada por
j(n,m) =2"3™

é uma funcao injetora N? — N,

4.6 Conjuntos Incontaveis

Alguns conjuntos, como o conjunto Z* dos inteiros positivos, sdo
infinitos. Até agora vimos exemplos de conjuntos infinitos que
eram todos contavel. Contudo, ha também conjuntos infinitos



que nao tém essa propriedade. Tais conjuntos sio chamados de
incontdvel.

Em primeiro lugar, talvez ja seja surpreendente que existam
conjuntos incontéavel. Para qualquer conjunto contével 4 h4 uma
funcdo sobrejetora f: Z* — A. Se um conjunto é incontavel,
nao ha tal funcao. Isto é, nenhuma funcdo mapeando os infinitos
elementos de Z* para 4 pode esgotar todo 4. Assim, ha “mais”
elementos em 4 do que os infinitos inteiros positivos.

Como se provaria que um conjunto ¢ incontéavel? E preciso
mostrar que nenhuma tal fungao sobrejetora pode existir. Equiva-
lentemente, € preciso mostrar que os elementos de 4 nado podem
ser enumerados em uma lista infinita unidirecional. A melhor
maneira de fazer isso é mostrar que toda lista de elementos de 4
deve deixar de fora pelo menos um elemento; ou que nenhuma
funcdo f: Z* — A pode ser sobrejetora. Podemos fazer isso
usando o método diagonal de Cantor. Dada uma lista de elemen-
tos de 4, digamos, x1, X2, ..., construimos outro elemento de 4
que, por sua construcdo, ndo pode estar naquela lista.

Nosso primeiro exemplo é o conjunto B“ de todas as sequén-
cias infinitas, sem lacunas, de Os e 1s.

Teorema 4.17. B ¢ incontdvel.

Prova. Suponha, por absurdo, que B é contavel, isto é, suponha
que ha uma lista s1, s9, $3, $4, ... de todos os elementos de B“.
Cada um desses s; é em si uma sequéncia infinita de 0Os e 1s.
Chamemos o j-ésimo elemento da i-ésima sequéncia nessa lista
de s5;(j). Entao a i-ésima sequéncia s; é

s,~(1),s,~(2),si(3), cen



Podemos organizar essa lista, e os elementos de cada sequén-
cia s; nela, em uma matriz:

1 2 3 4
51(1) | 51(2) | 13) | s1(4)
52(1) | 52(2) | $2(3) | 52(4)
53(1) | $3(2) | 83(3) | 53(4)
54(1) | 54(2) | 54(3) | s4(4)

| o b0

Os rétulos ao lado indicam o nimero da sequéncia na lista sy,
$2, ...; 0s numeros no topo rotulam os elementos das sequéncias
individuais. Por exemplo, s1(1) é um nome para qualquer nu-
mero, um 0 ou um 1, que é o primeiro elemento na sequéncia sy,
e assim por diante.

Agora construimos uma sequéncia infinita, s, de Os e 1s que
nao pode estar nessa lista. A definicdo de s dependera da lista
$1, 82, .... Qualquer lista infinita de sequéncias infinitas de Os e
1s da origem a uma sequéncia infinita 5 que esta garantidamente
fora da lista.

Para definir s, especificamos todos os seus elementos, isto é,
especificamos 5(z) para todo n € Z*. Fazemos isso lendo a dia-
gonal da matriz acima (dai o nome “método diagonal”) e depois
trocando cada 1 por 0 e cada 0 por 1. De maneira mais abs-
trata, definimos s(n) como 0 ou 1 conforme o n-ésimo elemento
da diagonal, s,(z), é 1 ou 0.

(n) = 1 sesy(n)=0
N 0 ses,(n)=1.

Se vocé prefere formulas a definicbes por casos, também pode
definir s(n) = 1 — s,(n).

Claramente s é uma sequéncia infinita de Os e 1s, ja que é
apenas a sequéncia espelhada da sequéncia de Os e 1s que apare-
cem na diagonal de nossa matriz. Assim s é um elemento de B“.
Mas nao pode estar na lista s1, so, ... Por qué?



Nao pode ser a primeira sequéncia na lista, s;, porque difere
de s; no primeiro elemento. Seja qual for s1(1), definimos 5(1)
como o oposto. Nao pode ser a segunda sequéncia na lista, por-
que s difere de s3 no segundo elemento: se s2(2) € 0, 5(2) é 1, e
vice-versa. E assim por diante.

Mais precisamente: se s estivesse na lista, haveria algum £
tal que s = 5. Duas sequéncias sdo idénticas sse concordam em
toda posicao, isto €, para qualquer z, s(z) = s¢(z). Em parti-
cular, tomando n = £ como caso especial, s(k) = sz(k) teria de
valer. s;(k) € 0 ou 1. Se é 0, entdo s(k) deve ser 1—¢€ assim que
definimos 5. Mas se sx (k) = 1, de novo por causa da forma como
definimos s, s(k) = 0. Em ambos os casos 5(k) # sz (k).

Comecamos supondo que ha uma lista de elementos de B®,
$1, 82, ... A partir dessa lista construimos uma sequéncia s que
provamos nao poder estar na lista. Mas ela definitivamente é
uma sequéncia de Os e 1s se todos os s; sdo sequéncias de Os e
1s, isto é, s € B”. Isso mostra em particular que nao pode haver
lista de todos os elementos de B, ja que para qualquer tal lista
também poderiamos construir uma sequéncia s garantidamente
fora da lista, de modo que a suposicao de que ha uma lista de
todas as sequéncias em B“ leva a uma contradicao. |

Esse método de prova é chamado de “diagonalizacao” porque
usa a diagonal da matriz para definir 5. A diagonalizagdo nao
precisa envolver a presenca de uma matriz: podemos mostrar
que conjuntos nao sdo contavel usando uma ideia semelhante
mesmo quando nao ha matriz nem diagonal propriamente dita.

Teorema 4.18. ¢(Z*) nao é contdvel.

Prova. Procedemos da mesma forma, mostrando que para toda
lista de subconjuntos de Z* ha um subconjunto de Z* que ndo
pode estar na lista. Suponha que a seguinte é uma lista dada de
subconjuntos de Z*:

21,239,273, ..



Agora definimos um conjunto Z tal que para qualquer n € Z*,
nezZssenézZ,:

Z={neZ " :n¢Z,) o

Z é claramente um conjunto de inteiros positivos, ja que por
suposi¢io cada Z, o é, e assim Z € ¢(Z*). Mas Z nio pode
estar na lista. Para mostrar isso, estabeleceremos que para cada
keZt Z + Z.

Seja k € Z* arbitrario. Definimos Z de modo que para qual-
quer n € Z%, n € Z ssen ¢ Z,. Em particular, tomando n = £,
k € Z sse k ¢ Z;. Mas isso mostra que Z # Z, ja que £ é um ele-
mento de um mas nao do outro, e assim Z e Z; tém elementos
diferentes. Como £ foi arbitrario, Z ndo esta na lista Z;, Zy, ...

A prova precedente ndo mencionou uma diagonal, mas vocé
pode pensar nela como envolvendo uma diagonal se a imaginar
assim: imagine os conjuntos Z, Zj, ..., escritos em uma matriz,
onde cada elemento j € Z; é listado na j-ésima coluna. Digamos
que os primeiros quatro conjuntos nessa lista sdo {1,2,3,...},
{2,4,6,...}, {1,2,5} e {3,4,5,...}. Entdo a matriz comegaria
com

Z1={1, 2, 3, 4, 5, 6, }
Zy={ 2, 4, 6, }
Z3={1, 2, 5 }
Zy = { 3, 4, 5, 6, }

Entio Z é o conjunto obtido percorrendo a diagonal, deixando
de fora quaisquer nimeros que aparecem ao longo da diagonal
e incluindo aqueles j onde a matriz tem uma lacuna na j-ésima
linha/coluna. No caso acima, deixariamos de fora 1 e 2, incluiri-
amos 3, deixariamos de fora 4, etc.



4.7 Reducido

Mostramos ¢(Z*) como incontavel por um argumento de dia-
gonalizagdo. Ja tinhamos uma prova de que B, o conjunto de
todas as sequéncias infinitas de Os e 1s, é incontavel. Eis outra
maneira de provar que 9(Z*) é incontavel: mostre que se 9(Z") ¢
contdvel, entdo B também ¢ contdvel. Como sabemos que B“ nao
é contavel, p(Z*) também nao pode ser. Isso é chamado de 7e-
duzir um problema a outro—neste caso, reduzimos o problema
de enumerar B ao problema de enumerar ¢(Z*). Uma solugao
para o ultimo—uma enumeracdo de 9(Z*)—daria uma solucao
para o primeiro—uma enumeracdo de B“.

Como reduzimos o problema de enumerar um conjunto B
ao de enumerar um conjunto 4? Fornecemos uma maneira de
transformar uma enumeracio de 4 em uma enumeragio de B.
A maneira mais facil de fazer isso é definir uma funcao sobreje-
tora f: A — B. Se x1, %9, ... enumera 4, entao f(x1), f(x2), ...
enumeraria B. Em nosso caso, procuramos uma fung¢ao sobreje-
tora f: p(Z*) — BY.

Prova do Teorema 4.18 por redu¢@o. Suponha que ¢(Z*) fosse con-
tavel, e portanto que ha uma enumeracao dele, Z1, Zy, Z3, ...

Defina a fungao f: 9(Z*) — B fazendo f(Z) ser a sequén-
cia s; tal que sz(n) = 1 sse n € Z, e sx(n) = 0 caso contrario.
Isso define claramente uma funcdo, ja que sempre que Z C Z*,
qualquer # € Z* ou é um elemento de Z ou nio é. Por exem-
plo, o conjunto 2Z* = {2,4,6,. ..} dos pares positivos € mapeado
para a sequéncia 010101..., o conjunto vazio é mapeado para
0000... e o conjunto Z* para 1111....

Também é sobrejetora: toda sequéncia de Os e 1s corresponde
a algum conjunto de inteiros positivos, nomeadamente aquele
que tem como membros os inteiros correspondentes as posi¢oes
onde a sequéncia tem 1s. Mais precisamente, suponha s € B“.
Defina Z C Z* por:

Z={neZ":s5(n)=1}



Entao f(Z) = s, como pode ser verificado consultando a defini-
cao de f.
Agora considere a lista

f(Z1),f(Zy),f(Z3),...

Como f é sobrejetora, todo membro de B deve aparecer como
valor de f para algum argumento, e assim deve aparecer na lista.
Essa lista portanto deve enumerar todo B®.

Assim, se p(Z*) fosse contavel, B® seria contavel. Mas B é
incontavel (Teorema 4.17). Logo ¢(Z*) € incontavel. O

E facil confundir a direcio em que a reducio vai. Por exem-
plo, uma funcdo sobrejetora g: BY — B ndo estabelece que B é
incontavel. (Considere g: BY — B definida por g(s) = s(1), a
funcdo que mapeia uma sequéncia de Os e 1s para seu primeiro
elemento. Ela é sobrejetora, porque algumas sequéncias come-
cam com 0 e outras comecam com 1. Mas B € finito.) Note
também que a funcao f deve ser sobrejetora, caso contrario o
argumento ndo se sustenta: f(x1), f(x2), ... nado estariam ga-
rantidos de incluir todos os elementos de B. Por exemplo,

h(n) = 000...0
N—

n Os

r

define uma fungdo A: Z* — B“, mas Z* é contavel.

4.8 Equinumerosidade

Temos uma nogao intuitiva do “tamanho” dos conjuntos, que
funciona bem para conjuntos finitos. E quanto aos infinitos? Se
quisermos uma forma formal de comparar os tamanhos de dois
conjuntos de qualquer cardinalidade, é boa ideia comecar por
definir quando dois conjuntos tém o mesmo tamanho. Eis Frege:

Se um garcom quer ter certeza de que pos exatamente
tantas facas quantos pratos sobre a mesa, nao precisa



contar nem uns nem outros, se simplesmente puser
uma faca a direita de cada prato, de modo que cada
faca na mesa fique a direita de algum prato. Os pra-
tos e as facas ficam assim correlacionados de modo
unico, e de fato por essa mesma relacdo espacial.
(Frege, 1884, § 70)

A intuicdo central desta passagem traduz-se numa defini¢ao for-
mal:

Definicao 4.19. A é equinumeroso a B, escrevendo-se 4 ~ B, sse
existir uma bijecao f: 4 — B.

Proposigao 4.20. A relagio de equinumerosidade ¢ uma relacao de
equivalencia.

Prova. ¥ preciso mostrar que a equinumerosidade ¢ reflexiva, si-
métrica e transitiva. Sejam 4, B e C conjuntos.

Reflexividade. A aplicagao identidade Id4: 4 — 4, com
Id4(x) = x para todo x € 4, é uma bijecao. Logo 4 ~ 4.

Simetria. Suponhamos 4 = B, isto é, que existe uma bijecao
f:A— B. Como f é bijetora, a inversa f ! existe e também é
bijetora. Logo f~!: B — A é uma bije¢do, pelo que B ~ 4.

Transitividade. Suponhamos 4 ~ B e B = C, isto é, que
existem bijecdoes f: A — B e g: B — C. Entdao a composi¢ao
go f:A— C ébijetora, logo 4 = C. |

Proposicdo 4.21. Se A = B, entdo A é contdvel se ¢ 56 se B o é.

Prova. Suponhamos 4 ~ B, logo existe alguma bijecdo f: 4 —
B, e suponhamos que 4 é contavel. Entdo ou 4 = 0 ou existe
uma funcdo sobrejetora g: Z* — A. Se 4 = 0, entdao B = 0
também (caso contrario existiria um elemento y € B sem x € 4
com g(x) = y). Se, por outro lado, g: Z* — A for sobrejetora,
entdo fog: Z* — B é sobrejetora. De fato, seja y € B. Como f é



sobrejetora, existe x € 4 tal que f(x) = y. Como g € sobrejetora,
existe n € Z* tal que g(n) = x. Logo,

(fog)n)=f(g(n)=[f(x)=y

e portanto f og é sobrejetora. Temos que f og é uma enumeracao
de B, logo B é contavel.

Se B é contavel, obtemos que A4 é contavel repetindo o argu-
mento com a bijecio f~!: B — A4 em lugar de f. |

4.9 Conjuntos de Tamanhos Diferentes e o
Teorema de Cantor

Apresentamos uma formulac¢ao precisa da ideia de que dois con-
juntos tém o mesmo tamanho. Também podemos precisar a ideia
de que um conjunto é menor que outro. A nossa definicao de “é
menor do que (ou equinumeroso)” exigira, em vez de uma bije-
¢do entre os conjuntos, uma injecao do primeiro para o segundo.
Se tal funcdo existir, o tamanho do primeiro conjunto é menor
ou igual ao do segundo. Intuitivamente, uma inje¢ao de um con-
junto em outro garante que a imagem da func¢ao tem pelo menos
tantos elementos quanto o dominio, pois nao ha dois elementos
do dominio que vao parar ao mesmo elemento da imagem.

Definicao 4.22. A ndo ¢ maior do que B, escrevendo-se A < B, sse
existir uma injecao f: 4 — B.

E claro que isto é uma relagao reflexiva e transitiva, mas nao
simétrica (fica como exercicio). Podemos ainda introduzir uma
noc¢ao que diz que um conjunto € (estritamente) menor que outro.

Definicao 4.23. A é menor do que B, escrevendo-se 4 < B, sse
existir uma inje¢do f: 4 — B mas nao existir bijecao g: 4 — B,
istoé, A BeAd#B.



E claro que esta relagdo é irreflexiva e transitiva. (Também
fica como exercicio.) Com esta nota¢ao, um conjunto 4 é conta-
vel sse 4 X N, e 4 é incontével sse N < A. Isto permite reformular
o Teorema 4.18 como a observagio de que Z* < 9(Z*). De fato,
Cantor (1892) provou que este ultimo ponto é completamente geral:

Teorema 4.24 (Cantor). 4 < ¢(A), para qualquer conjunto A.

Prova. A aplicacao f(x) = {x} é uma injecao f: A — p(4), pois
se x # 9, entdo também {x} # {y} por extensionalidade, logo
f(x) # f(y). Temos pois 4 < p(4).

Mostraremos agora que ndo pode existir funcdo sobreje-
tora g: A — @(A4), quanto mais bijetora, e portanto que 4 #
9(A4). Suponhamos que g: 4 — ¢(A4). Como g é total, todo
x € A é mapeado para um subconjunto g(x) € A. Podemos
mostrar que g nao pode ser sobrejetora. Para isso, definimos
um subconjunto 4 C 4 que, por definicdo, ndo pode estar no
contradominio de g. Seja

Zz{xeA:xqég(x)}.

Como g(x) esta definido para todo x € 4, A é claramente um
subconjunto bem definido de 4. Mas nao pode estar no contra-
dominio de g. Seja x € A arbitrario; mostramos que 4 # g(x). Se
x € g(x), entdo nao satisfaz x ¢ g(x), logo, pela definicio de 4,
temos x ¢ A. Se x € A, tem de satisfazer a propriedade defini-
dorade 4,isto é, x € Ade x ¢ g(x). Como x era arbitrario, isto
mostra que, para cada x € 4, x € g(x) sse x ¢ A, logo g(x) # A.
Em outras palavras, 4 nio pode estar no contradominio de g, o
que contradiz a suposi¢cao de que g é sobrejetora. O

E instrutivo comparar a prova do Teorema 4.24 com a do
Teorema 4.18. Ali mostramos que, para qualquer lista Z;, Zs,
..., de subconjuntos de Z*, se pode construir um conjunto Z de
numeros garantidamente fora da lista. Estava garantido que nao
estava na lista porque, para todo n € Z*, n € Z, sse n ¢ Z. Assim,
ha sempre algum nimero que é um elemento de um entre Z, ou



Z mas nio do outro. Seguimos a mesma ideia aqui, exceto que os
indices 7 sdo agora elementos de 4 em vez de Z*. O conjunto 4
esta definido de modo a diferir de g(x) para cada x € 4, porque
x € g(x)ssex ¢ A. De novo, ha sempre um elemento de 4 que é
um elemento de um entre g(x) e A mas nio do outro. E tal como
Z portanto nio pode estar na lista Z1, Zy, ..., 4 ndo pode estar
no contradominio de g.

A prova vale também a pena comparar com a do Paradoxo
de Russell, Teorema 1.29. De fato, o Teorema de Cantor foi a
inspiracdo para o paradoxo de Russell.

4.10 A Noc¢dao de Tamanho e
Schréder-Bernstein

Eis um pensamento intuitivo: se 4 ndo é maior do que B e B
nao é maior do que 4, entdo 4 e B sdo equinumerosos. Seja-
mos honestos: se isto estivesse errado, dificilmente poderiamos
justificar que a noc¢ao definida de equinumerosidade tem a ver
com comparacdes de “tamanhos” entre conjuntos. Felizmente, o
pensamento intuitivo esta certo. Isto justifica-se pelo Teorema de
Schroder-Bernstein.

Teorema 4.25 (Schroder-Bernstein). Se A X B ¢ B X A, entdo
A= B.

Em outras palavras, se existir uma injecdo de 4 para B e
uma injecao de B para 4, entdo existe uma bijecao de 4 para B.

Este resultado é, contudo, realmente bastante dificil de
provar. De fato, embora Cantor o tivesse enunciado, outros
provaram-no." Por agora, pode (e deve) aceita-lo como verda-
deiro.

Felizmente, Schroder-Bernstein € correto e legitima pensarmos
nas relacdes que definimos, isto é, 4 ~ B e 4 < B, como tendo a
ver com “tamanho”. Além disso, Schroder-Bernstein é muito ##il.

'Para mais sobre a historia, ver por exemplo Potter (2004, pp. 165-6).



Pode ser dificil imaginar uma bijecdo entre dois conjuntos equi-
numerosos. O Teorema de Schréder-Bernstein permite decompor
a comparacdo em casos em que s6 precisamos de uma injecao do
primeiro para o segundo e vice-versa.

Resumo

O tamanho de um conjunto 4 pode ser medido por um nimero
natural se o conjunto é finito, e tamanhos podem ser compara-
dos comparando esses nimeros. Se os conjuntos sao infinitos, as
coisas sdo mais complicadas. O primeiro nivel de infinitude é o
dos conjuntos infinitos contdveis. Um conjunto 4 é contavel se
seus elementos podem ser dispostos em uma enumera¢io, uma
lista infinita unidirecional, isto é, quando ha uma funcao sobre-
jetora f: Z* — A. Ele € infinito contavel se é contavel mas nio
finito. O método zigue-zague de Cantor mostra que o conjunto
de pares de elementos de conjuntos infinitos contaveis é também
contavel; e isso pode ser usado para mostrar que mesmo o con-
junto dos numeros racionais Q é contavel.

Ha, no entanto, conjuntos infinitos que nio sdo contaveis:
esses conjuntos sdo chamados de incontaveis. Ha duas ma-
neiras de mostrar que um conjunto é incontavel: diretamente,
usando um argumento diagonal, ou por redugdo. Para dar um
argumento diagonal, supomos que o conjunto 4 em questao é
contavel, e usamos uma enumeracao hipotética para definir um
elemento de 4 que, pelo préprio modo como o definimos, esta
garantidamente diferente de todo elemento na enumeracao. As-
sim, a enumera¢ao ndo pode, afinal, ser uma enumeragao de
todo o 4, e mostramos que nao pode existir enumeracao alguma
de A. Uma reducdo mostra que 4 é incontavel associando todo
elemento de 4 a um elemento de algum conjunto incontavel co-
nhecido B de modo sobrejetor. Se isso é possivel, entdo uma
enumeracio hipotética de 4 produziria uma enumeragao de B.
Como B é incontavel, ndo pode existir enumeracao alguma de 4.



Em geral, conjuntos infinitos podem ser comparados quanto
ao tamanho: 4 e B tém o mesmo tamanho, ou sdo equinume-
rosos, se ha uma bijecdo entre eles. Também podemos definir
que 4 ndo é maior que B (4 < B) se ha uma funcao injetora
de 4 para B. Pelo Teorema de Schréder-Bernstein, isso de fato
fornece uma ordem de tamanho dos conjuntos infinitos. Por fim,
o teorema de Cantor diz que, para qualquer 4, 4 < p(4). Isso
é uma generalizacao do nosso resultado de que p(Z*) é incon-
tavel, e mostra que ha ndo apenas dois, mas infinitos niveis de
infinitude.

Problemas

Problema 4.1. Defina uma enumeracdo dos quadrados positi-
vos 1, 4, 9, 16, ...

Problema 4.2. Mostre que se 4 e B sao contaveis, entao 4 U B
também é. Para isso, suponha que ha fung¢bes sobrejetoras
fiZ" - A e g:Z" — B, e defina uma funcdo sobreje-
tora h: Z* — AU B e mostre que ela é sobrejetora. Considere
também os casos em que 4 ou B = 0.

Problema 4.3. Mostre que se B C A e A é contavel, entio B
também é. Para isso, suponha que ha uma fun¢ao sobrejetora
f:Z* — A. Defina uma funcao sobrejetora g: Z* — B e mostre
que ela é sobrejetora. O que acontece se B = (?

Problema 4.4. Mostre por inducdo em 7z que se A1, 4o, ..., 4,
sdo todos contaveis, entdo A; U --- U A4, também é. Vocé pode
assumir o fato de que se dois conjuntos 4 e B sdo contaveis, entao
AU B também é.

Problema 4.5. De acordo com a Defini¢ao 4.4, um conjunto 4
é contavel sse 4 = 0 ou ha a sobrejetora f: Z* — 4. Também
é possivel definir “conjunto contéavel” precisamente por: um con-
junto é contavel sse ha uma funcao injetora g: 4 — Z*. Mostre



que as defini¢ces sdo equivalentes, isto €, mostre que ha uma fun-
¢do injetora g: A — Z* sse A = 0 ou ha a sobrejetora f: Z* — 4.

Problema 4.6. Mostre que (Z*)" é contavel, para todo n € N.

Problema 4.7. Mostre que (Z*)* é contavel. Pode assumir PRO-
BLEMA 4.6.

Problema 4.8. Dé uma enumeragao do conjunto de todos os nu-
meros racionais nao negativos.

Problema 4.9. Mostre que Q é contavel. Recordemos que qual-
quer numero racional se pode escrever como uma fragdo z/m
com z € Z, m € N*,

Problema 4.10. Defina uma enumeraciao de B*.

Problema 4.11. Recordando o curso introdutério de logica,
cada tabela de verdade possivel exprime uma funcao de verdade.
Em outras palavras, as fungdes de verdade sdo todas as fungoes
de B¥ — B para algum k. Prove que o conjunto de todas as
funcdes de verdade é contavel.

Problema 4.12. Mostre que o conjunto de todos os subconjuntos
finitos de um conjunto infinito contéavel arbitrario é contavel.

Problema 4.13. Um subconjunto de N diz-se confinito sse for o
complemento de um conjunto finito; isto é, A C N é confinito sse
N\ 4 for finito. Seja I o conjunto cujos elementos sao exatamente
os subconjuntos finitos e confinitos de N. Mostre que / é contavel.

Problema 4.14. Mostre que a unido contavel de conjuntos con-
taveis é contavel. Isto é, sempre que A1, 4y, ... sdo conjuntos e
cada 4; é contavel, entdo a unido J;.; 4; de todos eles também
é contavel. [Nota: isto é dificil!]



Problema 4.15. Seja f: A x B — N uma fun¢do de emparelha-
mento arbitraria. Mostre que a inversa de f é uma enumeragao
de A X B.

Problema 4.16. Especifique uma fung¢io que codifique N3.

Problema 4.17. Mostre que ¢(N) é incontavel por um argu-
mento diagonal.

Problema 4.18. Mostre que o conjunto de funcdes f: Z* — Z*
é incontavel por um argumento diagonal explicito. Isto é, mostre
que se fi, fa, ..., é uma lista de funcdes e cada f;: Z* — Z*,
entdo ha alguma f: Z* — Z* fora dessa lista.

Problema 4.19. Mostre que se ha uma funcao injetora g: B —
A, e B é incontavel, entao 4 também é. Faca isso mostrando
como vocé pode usar g para transformar uma enumeracao de 4
em uma de B.

Problema 4.20. Mostre que o conjunto de todos os conjuntos de
pares de inteiros positivos é incontavel por um argumento de
reducio.

Problema 4.21. Mostre que o conjunto X de todas as fungoes
f: N — N é incontavel por um argumento de reducio (Dica: dé
uma func¢ao sobrejetora de X para B“.)

Problema 4.22. Mostre que N, o conjunto de sequéncias infi-
nitas de nameros naturais, € incontavel por um argumento de
reducao.

Problema 4.23. Seja P o conjunto de fun¢des do conjunto dos
inteiros positivos para o conjunto {0}, e seja Q o conjunto de
funcdes parciais do conjunto dos inteiros positivos para o con-
junto {0}. Mostre que P é contavel e Q nio é. (Dica: reduza o
problema de enumerar B a enumerar Q).



Problema 4.24. Seja § o conjunto de todas as funcdes sobrejeto-
ras do conjunto dos inteiros positivos para o conjunto {0,1}, isto
é, S consiste de todas as sobrejetoras f: Z* — B. Mostre que §
é incontavel.

Problema 4.25. Mostre que o conjunto R de todos os nimeros
reais € incontavel.

Problema 4.26. Mostre que, se A x C e B~ D,e ANB =
CND=0,entaio AUB ~ CUD.

Problema 4.27. Mostre que, se A é infinito e contéavel, entdo
A=N.

Problema 4.28. Mostre que ndo pode existir uma injecdo
g: 9(4) — A, para qualquer conjunto A. Sugestao: suponha
g: 9(4) — A injetora. Considere D = {g(B) : BC Ae g(B) ¢
B}. Seja x = g(D). Use o fato de g ser injetora para obter uma
contradicio.
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CAPITULO 5

5.1 Légica de Primeira Ordem

Vocé provavelmente ja conhece a légica de primeira ordem da
sua primeira introducao a légica formal." Pode conhecé-la como
“logica quantificacional” ou “logica de predicados”. A l6gica de
primeira ordem, antes de tudo, é uma linguagem formal. Isso
significa que ela tem um certo vocabulario, e suas expressdes sao
cadeias desse vocabulario. Mas nem toda cadeia é permitida.
Ha diferentes tipos de expressdes permitidas: termos, férmulas e
sentencas. Estamos principalmente interessados em sentencas da
logica de primeira ordem: elas nos fornecem um analogo formal

'De fato, mais ou menos assumimos que sim! Se ndo conhece, pode revisar
um livro-texto mais elementar, como forall x (Magnus et al., 2021).
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de sentencas do inglés, e sobre elas podemos fazer as perguntas
b
que um logico tipicamente se interessa. Por exemplo:

* B segue logicamente de A?

¢ A é logicamente verdadeira, logicamente falsa ou contin-
gente?

* 4 e B sao equivalentes?

Essas perguntas sao primariamente perguntas sobre o “signi-
ficado” das sentencas da logica de primeira ordem. Por exem-
plo, um filésofo analisaria a pergunta de se B segue logicamente
de A como perguntando: ha um caso em que 4 é verdadeira
mas B ¢ falsa (B nao segue de 4), ou todo caso que torna 4
verdadeira também torna B verdadeira (B segue de A4)? Mas
ainda nao nos foi dito o que é um “caso”—esse é o trabalho
da semdntica. A semantica da logica de primeira ordem fornece
um modelo matematicamente preciso da ideia intuitiva do fil6-
sofo de “caso”, e também—e isso é importante—do que significa
uma sentenca A ser verdadeira em um caso. Chamamos o mo-
delo matematicamente preciso que desenvolveremos de uma es-
trutura. A relacdao que torna “verdadeira em” precisa é chamada
de relagdo de satisfa¢do. Assim, o que definiremos é “4 é sa-
tisfeita em M” (em simbolos: M k A) para sentencas 4 e es-
truturas M. Uma vez feito isso, também podemos dar defini-
¢oes precisas dos outros termos semanticos como “segue de” ou
“é logicamente verdadeira”. Essas defini¢des tornardo possivel
decidir, novamente com precisio matematica, se, por exemplo,
Vx (A(x) — B(x)),3x A(x) £ 3x B(x). A resposta sera, ¢ claro,
“sim”. Se vocé ja foi treinado para simbolizar sentencas do in-
glés na légica de primeira ordem, reconhecera isto como, por
exemplo, a simbolizacdo de “Todas as formigas sdo insetos, ha
formigas, portanto ha insetos.” Isso é obviamente um argumento
valido, e assim nosso modelo matematico de “segue de” para
nossa linguagem formal deve dar a mesma resposta.



Outro tépico que vocé provavelmente lembra da sua primeira
introducdo a logica formal é que ha derivacoes. Se vocé fez um
primeiro curso de l6gica formal, seu professor o fez praticar a en-
contrar tais derivacoes, talvez até uma derivacdo que mostra que
a consequéncia acima vale. Ha muitas maneiras diferentes de
dar derivacdes: vocé pode ter feito algo chamado “deducao natu-
ral” ou “arvores de verdade”, mas ha muitas outras. O propo6sito
dos sistemas de derivacdo é fornecer ferramentas com as quais as
perguntas dos lo6gicos acima podem ser respondidas: por exem-
plo, uma derivacao de dedugio natural em que Vx (A(x) — B(x))
e dx A(x) sdo premissas e 3x B(x) é a conclusdo (tltima linha)
verifica que 3x B(x) segue logicamente de Vx (4A(x) — B(x)) e
dx A(x).

Mas por qué? A primeira vista, os sistemas de derivagio
nao tém nada a ver com semantica: dar uma derivacao formal
envolve apenas dispor simbolos de certas maneiras regidas por
regras; eles ndo mencionam “casos” ou “verdadeira em” de forma
alguma. A conexao entre sistemas de derivacdo e semantica tem
de ser estabelecida por uma investigacao metalégica. O que é ne-
cessario € uma prova matematica, por exemplo, de que uma deri-
vacao formal de 3x B(x) a partir das premissas Vx (4A(x) = B(x))
e Jx A(x) € possivel se, e somente se, 3x B(x) é consequéncia de
Vx (A(x)—B(x)) e 3x A(x) em conjunto. Antes que isso possa ser
feito, entretanto, muito trabalho minucioso tem de ser realizado
para acertar as defini¢es de sintaxe e semantica.

5.2 Sintaxe

Primeiro devemos tornar preciso quais cadeias de simbolos con-
tam como sentencas da légica de primeira ordem. Faremos isso
mais adiante; por enquanto, procederemos por exemplos. Os
blocos de construcido basicos—o vocabulario—da légica de pri-
meira ordem dividem-se em duas partes. A primeira parte sao
os simbolos que usamos para dizer coisas especificas ou para
destacar coisas especificas. Destacamos coisas usando simbolos



de constante, e dizemos coisas sobre o que destacamos usando
predicados. Por exemplo, poderiamos usar a como um simbolo
de constante para destacar uma unica coisa, e entdo dizer algo
sobre ela usando a sentenca P(a). Se vocé tem significados para
“a” e “P” em mente, pode ler P(a) como uma sentenca do in-
glés (e provavelmente ja fez isso quando aprendeu légica formal
pela primeira vez). Uma vez que se tem tais sentencas simples da
logica de primeira ordem, pode-se construir outras mais comple-
xas usando a segunda parte do vocabulario: os simbolos l6gicos
(conectivos e quantificadores). Assim, por exemplo, podemos
formar expressdes como (P(a) A Q(b)) ou Ix P(x).

Para fornecer as defini¢es precisas de semantica e as regras
dos nossos sistemas de derivacao necessarias para o estudo meta-
logico rigoroso, temos primeiro que dar uma defini¢ao precisa do
que conta como uma sentenca da légica de primeira ordem. A
ideia basica é facil o suficiente de entender: ha algumas sentencas
simples que podemos formar apenas a partir de predicados e sim-
bolos de constante, como P(a). E entdo a partir destas formamos
outras mais complexas usando os conectivos e quantificadores.
Mas quais sdo exatamente as regras pelas quais nos é permitido
formar sentencas mais complexas? Elas devem ser especificadas;
caso contrario, nao definimos “sentenca da légica de primeira
ordem” com precisdo suficiente. Ha algumas questoes. A pri-
meira € obter as cadeias certas para contarem como sentencas.
A segunda é fazé-lo de tal forma que possamos dar provas ma-
tematicas sobre fodas as sentencas. Finalmente, teremos também
que dar defini¢cGes precisas de algumas opera¢des rudimentares
com sentencas, como “substituir todo x em 4 por b.” O problema
€ que os quantificadores e variaveis que temos na légica de pri-
meira ordem tornam nao inteiramente 6bvio como isso deve ser
feito. Por exemplo, 3x P(a) deve contar como uma sentenca? E
quanto a 3x Ix P(x)? Qual deveria ser o resultado de “substituir
x por b em (P(x) A 3x P(x))”?



5.3 Formulas

Eis a abordagem que usaremos para especificar rigorosamente
as sentencas da logica de primeira ordem e para lidar com as
questdes decorrentes do uso de variaveis. Primeiro definimos
um conjunto diferente de expressoes: formulas. Uma vez feito
isso, podemos considerar o papel que as variaveis desempenham
nelas—e, com base em algumas outras ideias, nomeadamente as
de variaveis “livres” e “ligadas”, podemos definir o que é uma
sentenca (nomeadamente, uma féormula sem variaveis livres). Fa-
zemos isso nao apenas porque torna a definicdo de “sentenca”
mais gerenciavel, mas também porque serd crucial para a ma-
neira como definimos a noc¢do seméintica de satisfacdo.

Vamos definir “f6rmula” para uma linguagem simples de pri-
meira ordem, contendo apenas um tnico predicado P e um tnico
simbolo de constante a, e apenas os simbolos l6gicos —, A e 3.
Nossas defini¢des completas serdo muito mais gerais: permitire-
mos infinitos predicados e simbolos de constante. De fato, tam-
bém consideraremos simbolos de fun¢ao que podem ser combi-
nados com simbolos de constante e variaveis para formar “ter-
mos”. Por enquanto, a e as variaveis serao nossos inicos termos.
Precisamos de infinitas variaveis. Oficialmente usaremos os sim-
bolos vy, V1, ..., como variaveis.

Defini¢do 5.1. O conjunto de férmulas Frm é definido da se-
guinte forma:

o

. P(a) e P(v;) sao férmulas (i € N).
2. Se A é uma formula, entio =4 é uma férmula.
3. Se 4 e B sdo formulas, entdo (4 A B) é uma formula.

4. Se A é uma férmula e x é uma variavel, entdo Jx 4 é uma
formula.

5. Nada mais é uma férmula.



(1) nos diz que P(a) e P(v;) sao féormulas, para qualquer
i € N. Estas sdo as chamadas férmulas atomicas. Elas nos dao
algo com que comecar. As outras clausulas nos ddo maneiras de
formar novas férmulas a partir daquelas que ja formamos. Assim,
por exemplo, por (2), obtemos que —FP(vy) é uma férmula, ja
que P(vy) ja é uma féormula por (1). Entdo, por (4), obtemos
que Jvg =P (vg) é outra férmula, e assim por diante. (5) nos diz
que somente cadeias que podemos formar desta maneira contam
como formulas. Em particular, vy P(a) e 3vo vy P(a) contam
como formulas, e (-P(a)) ndo conta, por causa dos parénteses
externos supérfluos.

Esta maneira de definir formulas é chamada de defini¢ao in-
dutiva, e nos permite provar coisas sobre formulas usando uma
versao de prova por indu¢ido chamada indu¢do estrutural. Estas
sdo discutidas de maneira geral em secdao B.4 e secdo B.5, que
vocé deve revisar antes de mergulhar nas provas mais adiante.
Basicamente, a ideia é que, se vocé quer dar uma prova de que
algo é verdadeiro para todas as férmulas, mostra primeiro que é
verdadeiro para as férmulas atémicas e entdo que se for verda-
deiro para qualquer férmula 4 (e B), também é verdadeiro para
-4, (A A B) e 3x A. Por exemplo, isso prova que é verdadeiro
para vy =P (v): da primeira parte vocé sabe que é verdadeiro
para a formula atomica P(vy). Entdo obtém que é verdadeiro
para =P () pela segunda parte, e novamente que é verdadeiro
para 3vo ~P(vy) em si. Como todas as formulas sdo geradas in-
dutivamente a partir de férmulas atémicas, isso funciona para
qualquer uma delas.

5.4 Satisfacdo

Ja podemos avancar para a semantica da légica de primeira or-
dem assim que sabemos o que sdo férmulas: aqui, a definicao
basica é a de uma estrutura. Para nossa linguagem simples, uma
estrutura M tem apenas trés componentes: um conjunto nao va-
zio |M| chamado de dominio, o que a designa em M, e do que P é



verdadeiro em M. O objeto designado por a é denotado por a¥

e o conjunto de coisas das quais P é verdadeiro por PM. Uma es-
trutura M consiste apenas nestas trés coisas: |M|, M e |M| e
PM C |M|. O caso geral sera mais complicado, pois havera mui-
tos predicados e simbolos de constante, os simbolos de constante
podem ter mais de um lugar, e haverd também simbolos de fun-
¢ao.

Isso basta para dar uma defini¢ao de satisfacdo para féormulas
que nao contém variaveis. A ideia é dar uma defini¢ao indutiva
que espelha a maneira como definimos férmulas. Especificamos
quando uma férmula atémica € satisfeita em M, e entdo quando,
por exemplo, —4 é satisfeita em M com base em se 4 é ou ndo
satisfeita em M. Por exemplo, poderiamos definir:

1. P(a) é satisfeita em M se, e somente se, aM € PM,

2. =4 é satisfeita em M se, e somente se, 4 nio é satisfeita
em M.

3. (A A B) é satisfeita em M se, e somente se, A4 é satisfeita
em M e B também é€ satisfeita em M.

Digamos que [M| = {0,1,2}, aM =1e PM = {1,2}. Esta definicio
nos diria que P(a) é satisfeita em M (pois a¥ = 1 € {1,2} = PM).
Nos diria ainda que —P(a) nao € satisfeita em M, e que, por sua
vez, P (a) é, e que (—P(a) A P(a)) ndo é satisfeita, e assim por
diante.

A dificuldade surge quando queremos dar uma defini¢ao para
os quantificadores: gostariamos de dizer algo como: “Ivy P(v)
é satisfeita se, e somente se, P(vy) € satisfeita.” Mas a estru-
tura M nao nos diz o que fazer com variaveis. O que realmente
queremos dizer é que P(vy) é satisfeita para algum valor de vy.
Para tornar isso preciso, precisamos de uma maneira de atribuir
elementos de [M| ndo apenas a a, mas também a v. Para isso, in-
troduzimos atribuigoes de varidveis. Uma atribuicdo de variaveis é
simplesmente uma funcao s que mapeia variaveis para elementos
de [M| (em nosso exemplo, para um entre 1, 2 ou 3). Como nao



sabemos de antemdo quais variaveis podem aparecer em uma
formula, ndo podemos limitar a quais variaveis s atribui valores.
A solucao simples é exigir que s atribua valores a fodas as varia-
veis vy, vi, ... Usaremos apenas aquelas de que precisarmos.

Em vez de definir a satisfacao de férmulas apenas em relacao
a uma estrutura, definiremos em relacdo a uma estrutura M e
uma atribuicdo de variaveis s, e escreveremos M,s £ A por bre-
vidade. Nossa definicdo agora incluird uma clausula adicional
para lidar com férmulas atémicas contendo variaveis:

1. M,s £ P(a) se, e somente se, a™ € PM.,

2. M,s £ P(v;) se, e somente se, s(v;) € PM.

3. M,s £ =4 se, e somente se, nao M,s F 4.

4. M,s £ (A A B) se, e somente se, M,s - A e M,s £ B.

Ok, isso resolve um problema: agora podemos dizer quando M
satisfaz P(v) para o valor s(v). Para obter a definicao correta
para 3vy P(vp) temos que fazer mais uma coisa: queremos que
M,s = vy P(w) se, e somente se, M,s" £ P(v) para alguma ma-
neira s’ de atribuir um valor a v. Mas o valor atribuido a vy
nao precisa necessariamente ser o valor que s(v) escolhe. Intro-
duziremos uma notacdo para isso: se m € |M]|, entdo deixamos
s[m/wvy] ser a atribuicdo que é igual a s (para todas as variaveis
diferentes de v), exceto que a vy atribui m. Agora nossa defini-
¢ao pode ser:

5. M,s £ 3v; A se, e somente se, M,s[m/v;] £ A para al-
gum m € |M|.

Funciona? Digamos que s(v;) = 0 para todo i € N. M,s &
Jvo P(w) se, e somente se, ha um m € [M| tal que M,s[m/v] E
P(vp). E ha: podemos escolher m =1 ou m = 2. Note que isso é
verdadeiro mesmo que o valor s(v) atribuido a vy por s—neste
caso, 0—nao faca o trabalho. Temos M,s[1/v] E P(w), mas
nao M,s £ P(v).



Se isso parece confuso e trabalhoso: é. Mas a complexidade
adicional é necessaria para dar uma defini¢ao precisa e indutiva
de satisfacdo para todas as férmulas, e precisamos de algo as-
sim para definir precisamente as no¢oes semanticas. Ha outras
maneiras de fazer isso, mas todas sao igualmente (in)elegantes.

5.5 Sentencas

Ok, agora temos uma (esbo¢o de uma) definicao de satisfacao
(“verdadeira em”) para estruturas e formulas. Mas isso requer
um ingrediente adicional-—uma atribuicdo de variavel—e o que
queriamos era uma definicdo de sentengas. Como nos livramos
das atribuicGes, e o que sdo sentencas?

Vocé provavelmente se lembra de uma discussdo, em sua pri-
meira introducao a lé6gica formal, sobre a relagao entre variaveis e
quantificadores. Um quantificador é sempre seguido por uma va-
riavel e, entdo, na parte da sentenca a qual esse quantificador se
aplica (seu “escopo”), entendemos que a variavel esta “ligada” a
esse quantificador. Em férmulas, ndo se exigia que toda variavel
tivesse um quantificador correspondente, e as variaveis sem quan-
tificadores correspondentes sao “livres” ou “nao ligadas”. Toma-
remos as sentengas como sendo todas aquelas formulas que nao
tém variaveis livres.

Novamente, a ideia intuitiva de quando uma ocorréncia de
uma variavel em uma férmula 4 esta ligada, de qual quantificador
a liga e de quando ela € livre nao é dificil de captar. Vocé pode
ter aprendido um método para testar isso, talvez envolvendo a
contagem de parénteses. Temos que insistir em uma definicao
precisa—e, como definimos férmulas por indu¢do, podemos dar
uma defini¢cdo das ocorréncias livres e ligadas de uma variavel x
em uma férmula 4 também por inducdo. Por exemplo, ela pode-
ria ter este aspecto para nossa linguagem simplificada:

1. Se A é atOomica, todas as ocorréncias de x nela sdo livres
(isto €, a ocorréncia de x em P(x) € livre).



2. Se A é da forma —B, entdo uma ocorréncia de x em —B é
livre se, e somente se, a ocorréncia correspondente de x for
livre em B (isto é, as ocorréncias livres de variaveis em B
sdo exatamente as ocorréncias correspondentes em —B).

3. Se 4 é daforma (BAC), entdo uma ocorréncia de x em (BA
C) é livre se, e somente se, a ocorréncia correspondente
de x for livre em B ou em C.

4. Se A é da forma Jx B, entdo nenhuma ocorréncia de x
em A é livre; se é da forma 3y B, em que y é uma variavel
diferente de x, entdo uma ocorréncia de x em Iy B € livre
se, e somente se, a ocorréncia correspondente de x for livre
em B.

Uma vez que tenhamos uma defini¢do precisa de ocorrén-
cias livres e ligadas de variaveis, podemos simplesmente dizer:
uma sentenca é qualquer féormula sem ocorréncias livres de vari-
aveis.

5.6 Noc¢des Semanticas

Mencionamos acima que, quando consideramos se M, s £ 4 vale,
(por conveniéncia) deixamos s atribuir valores a todas as varia-
veis, mas apenas os valores que atribui as variaveis em 4 sao
usados. De fato, sao apenas os valores das variaveis livres em A
que importam. E claro que, por sermos cuidadosos, vamos pro-
var esse fato. Como as sentencas nao tém variaveis livres, s ndo
importa de modo algum quando se trata de saber se sdo satis-
feitas em uma estrutura. Assim, quando 4 é uma sentenga, po-
demos definir M £ 4 como significando “M,s £ A4 para todo s,”
o que, alias, é verdadeiro se, e somente se, M,s £ A para pelo
menos um s. Precisamos introduzir atribui¢es de variaveis para
obter uma defini¢ao funcional de satisfacdo para férmulas, mas
para sentencas, a satisfacdo é independente das atribuicdes de
variaveis.



Uma vez que temos uma definicao de “M £ 4,” sabemos o que
“caso” e “verdadeira em” significam no que diz respeito as sen-
tencas da logica de primeira ordem. Com base na defini¢ao de
M £ A para sentencas, podemos entdo definir as nogoes seman-
ticas basicas de validade, consequéncia e satisfatibilidade. Uma
sentenca € valida, £ A, se toda estrutura a satisfaz. Ela é conse-
quéncia de um conjunto de sentencas, I £ A, se toda estrutura
que satisfaz todas as sentencas em I também satisfaz 4. E um
conjunto de sentencas € satisfativel se alguma estrutura satisfaz
todas as sentencas nele ao mesmo tempo.

Como as formulas sao definidas indutivamente, e a satisfacdo
é, por sua vez, definida por inducdo na estrutura das férmulas,
podemos usar induc¢do para provar propriedades da nossa se-
mantica e relacionar as no¢oes semanticas definidas. Vamos reu-
nir e provar algumas dessas propriedades, em parte porque sio
individualmente interessantes, mas principalmente porque mui-
tas delas serdo uteis quando formos investigar a relacdo entre
semdntica e sistemas de derivagdo. Para isso, também teremos
que definir (precisamente, isto é, por inducdo) algumas nogoes
sintaticas e operacdes que ainda nio mencionamos.

5.7 Substituicao

Discutiremos um exemplo para ilustrar como as coisas se articu-
lam e como o desenvolvimento da sintaxe e da semantica estabe-
lece as bases para nossas investiga¢oes mais avancadas posterior-
mente. Nossos sistemas de derivacdo deveriam permitirnos de-
rivar P(a) de Vv P(v). Talvez até queiramos afirmar isso como
uma regra de inferéncia. No entanto, para fazé-lo, devemos ser
capazes de enuncia-lo nos termos mais gerais: ndo apenas para
P, a e v, mas para qualquer formula 4, e termo ¢, e variavel x.
(Lembre-se de que simbolos de constante sio termos, mas va-
mos considerar também termos mais complicados construidos a
partir de simbolos de constante e simbolos de fun¢do.) Entao,
queremos ser capazes de dizer algo como, “sempre que vocé tiver



derivado Vx A(x) vocé esta justificado ao inferir A(¢)—o resul-
tado da remocdao de Vx e substituindo x por ¢” Mas o que
exatamente significa “substituir x por ¢”? Qual é a relagdo entre
A(x) e A(t)? Isso sempre funciona?

Para tornar isso preciso, definimos a operacdo de substitui-
¢do. A substituicao é realmente complicada, porque ndo podemos
simplesmente substituir todos os x em A4 por ¢, e nem todos
os ¢t podem ser substituidos por qualquer x. Lidaremos com
isso novamente usando defini¢Ges indutivas. Mas uma vez feito
isso, especificando uma regra de inferéncia como “inferir A(t)
de Vx A(x)” torna-se uma defini¢cao precisa. Além disso, seremos
capazes de mostrar que esta é uma boa regra de inferéncia no
sentido de que A(¢) é consequéncia de Vx A(x). Mas para provar
isso, temos de provar novamente algo que a primeira vista pode
leva-lo a perguntar “por que estamos fazendo isso?” Que A(f)
seja consequéncia de Vx A(x) depende do fato de que se M £ A(¢)
vale ou nao depende apenas do valor do termo ¢, ou seja, se dei-
xarmos m ser qualquer elemento de |M| que for selecionado por
t, entao M,s £ A(¢) se, e somente se, M,s[m/x] £ A(x). Isso vale
mesmo quando ¢ contém variaveis, mas teremos que ter cuidado
com a forma exata como declaramos o resultado.

5.8 Modelos e Teorias

Uma vez que definimos a sintaxe e a semantica da légica de pri-
meira ordem, podemos trabalhar investigando as propriedades
de estruturas e as nog¢des semanticas. Também podemos defi-
nir sistemas de derivacdo e investiga-los. Para um conjunto de
sentencas, podemos perguntar: quais estruturas tornam todas as
sentencas desse conjunto verdadeiras? Dado um conjunto de sen-
tencas I, uma estrutura M que as satisfaz é chamada de modelo
de I'. Podemos comecar de I" e tentar encontrar seus modelos—
como eles sao? Quao grandes ou pequenos precisam ser? Mas
também podemos comecar com uma tnica estrutura ou colecao
de estruturas e perguntar: quais sentencas sao verdadeiras ne-



las? Ha sentencas que caracterizam essas estruturas no sentido de
que elas, e somente elas, sdo verdadeiras nelas? Esses tipos de
questdes sao o dominio da teoria dos modelos. Elas também funda-
mentam o método axiomdtico: descrever uma colecao de estruturas
por um conjunto de sentencas, os axiomas de uma teoria. Isso
é possivel pela observacao de que exatamente aquelas sentencas
que sdo consequéncia na logica de primeira ordem dos axiomas
sao verdadeiras em todos os modelos dos axiomas.

Como exemplo muito simples, considere pré-ordens. Uma
pré-ordem é uma relacdo R sobre algum conjunto 4 que é re-
flexiva e transitiva. Um conjunto 4 com uma relagdo binaria
R C A x A sobre ele é exatamente o que precisariamos para
dar uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem com
um unico simbolo de predicado de dois lugares P: definiriamos
IM| = A e PM = R. Como R é uma pré-ordem, é reflexiva e
transitiva, e podemos encontrar um conjunto /" de sentencas da
légica de primeira ordem que diz isso:

Yvo P(v, o)
Yvo Yvi Vve ((P(vo,v1) A P(v1,v)) — P(v,v2))

Estas sentencas sdo apenas as simbolizagdes de “para todo x,
Rxx” (R é reflexiva) e “sempre que Rxy e Ryz, entdo também
Rxz” (R é transitiva). Vemos que uma estrutura M é um modelo
dessas duas sentencas I” se, e somente se, R (isto é, PM) & uma
pré-ordem sobre A4 (isto é, |M|). Em outras palavras, os modelos
de I' sao exatamente as pré-ordens. Qualquer propriedade de
todas as pré-ordens que possa ser expressa na linguagem de pri-
meira ordem apenas com P como predicado (como reflexividade
e transitividade acima), é consequéncia das duas sentencas em I
e vice-versa. Assim, qualquer coisa que possamos provar sobre
modelos de I" provamos sobre todas as pré-ordens.

Para qualquer teoria particular e classe de modelos (como I’
e todas as pré-ordens), havera questdes interessantes sobre o que
pode ser expresso na linguagem de primeira ordem correspon-
dente, e o que nao pode ser expresso. Ha algumas propriedades



de estruturas que sdo interessantes para todas as linguagens e
classes de modelos, a saber, aquelas que dizem respeito ao tama-
nho do dominio. Pode-se sempre expressar, por exemplo, que o
dominio contém exatamente n elementos, para qualquer n € Z*.
Pode-se também expressar, usando um conjunto de infinitas sen-
tencas, que o dominio € infinito. Mas nao se pode expressar que
o dominio é finito, ou que o dominio é incontavel. Estes resul-
tados sobre as limitagdes das linguagens de primeira ordem sdo
consequéncias dos teoremas da compacidade e de Léwenheim—
Skolem.

5.9 Correcio e Completude

Também introduziremos sistemas de derivacdo para a légica de
primeira ordem. Ha muitos sistemas de derivacdo que os logicos
desenvolveram, mas todos definem a mesma relacao de derivabi-
lidade entre sentencas. Dizemos que I" deriva A, I' + 4, se ha uma
derivacao de um certo tipo precisamente definido. As derivacdes
sao sempre disposi¢oes finitas de simbolos—talvez uma lista de
sentencas, ou alguma estrutura mais complicada. O propésito
dos sistemas de derivacao é fornecer uma ferramenta para de-
terminar se uma sentenca é consequéncia de algum conjunto I.
Para servir a esse proposito, deve ser verdade que I" £ 4 se, e
somente se, I + A.

Se I' + A mas nao I' £ A, nosso sistema de derivacio seria
forte demais, provaria demais. A propriedade de que se I" + 4
entdo I" £ 4 é chamada de corre¢do, e € um requisito minimo para
qualquer bom sistema de deriva¢ao. Por outro lado, se I" £ 4 mas
nao I + A4, entdo nosso sistema de derivacio € fraco demais, ndo
prova o suficiente. A propriedade de que se 'k A entdo I' + 4 é
chamada de completude. A correcao é usualmente relativamente
facil de provar (por inducdo na estrutura das derivagdes, que sao
definidas indutivamente). A completude é mais dificil de provar.

Correcao e completude tém varias consequéncias importan-
tes. Se um conjunto de sentencas /" deriva uma contradi¢ao



(como A A —A), ele é chamado de inconsistente. I's inconsistentes
nao podem ter modelos; sao insatisfativeis. Da completude se-
gue a contrapositiva: qualquer I que nao seja inconsistente—ou,
como diremos, consistente—tem um modelo. De fato, isso é equi-
valente a completude, e é a forma de completude que de fato
provaremos. E um resultado profundo e talvez surpreendente:
apenas o fato de que vocé nao pode provar 4 A =4 a partir de I
garante que ha uma estrutura que é como /" a descreve. Assim,
a completude da uma resposta a pergunta: quais conjuntos de
sentencas tém modelos? Resposta: todos e somente os conjuntos
consistentes tém.

Os teoremas de corre¢do e completude tém duas consequén-
cias importantes: a compacidade e o teorema de Léwenheim—
Skolem. Estes sdo resultados importantes na teoria de modelos
e podem ser usados para estabelecer muitos resultados interes-
santes. Ja mencionamos dois: a légica de primeira ordem nao
pode expressar que o dominio de uma estrutura é finito ou que
é incontavel.

Historicamente, tudo isso—como definir a sintaxe e a seman-
tica da logica de primeira ordem, como definir bons sistemas
de derivacdo, como provar que sdo corretos e completos, ficar
claro sobre o que pode e nao pode ser expresso em linguagens
de primeira ordem—Ilevou muito tempo para ser descoberto e
acertado. Agora sabemos como fazer isso, mas percorrer todos
os detalhes ainda pode ser confuso e tedioso. Mas também é
importante, porque os métodos desenvolvidos aqui para a lin-
guagem formal da légica de primeira ordem sio aplicados em
todo lugar em légica, ciéncia da computacao e linguistica. As-
sim, trabalhar os detalhes compensa a longo prazo.



CAPITULO 6

6.1 Introdugao

Para desenvolver a teoria e a metateoria da légica de primeira or-
dem, devemos primeiro definir a sintaxe e a semantica de suas ex-
pressoes. As expressoes da logica de primeira ordem sao termos
e féormulas. Termos sdo formados a partir de variaveis, simbolos
de constante e simbolos de funcdo. Férmulas, por sua vez, sdo
formadas a partir de predicados juntamente com termos (estes
formam as menores férmulas, as “atomicas”), e entdo, a partir
de férmulas atomicas, podemos formar outras mais complexas
usando conectivos légicos e quantificadores. Ha muitas maneiras
diferentes de estabelecer as regras de formacao; damos apenas
uma possivel. Outros sistemas escolherdo simbolos diferentes,
selecionarao conjuntos diferentes de conectivos como primitivos,
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usarao parénteses de forma diferente (ou nem mesmo os usarao,
como no caso da chamada notagdo polonesa). O que todas as
abordagens tém em comum, no entanto, é que as regras de for-
macao definem o conjunto de termos e formulas indutivamente. Se
feito corretamente, cada expressao pode resultar essencialmente
de uma tinica maneira de acordo com as regras de formacao. A
definicao indutiva que resulta em expressdes que sdao de leitura
udnica significa que podemos dar significados a essas expressoes
usando o mesmo método—a defini¢cdo indutiva.

6.2 Linguagens de Primeira Ordem

As expressoes da logica de primeira ordem sao construidas a
partir de um vocabulario basico contendo varidveis, simbolos de
constante, predicados e as vezes simbolos de fun¢do. A partir deles,
juntamente com conectivos logicos, quantificadores e simbolos
de pontuacdo como parénteses e virgulas, formam-se termos e
Sformulas.

Informalmente, predicados sio nomes para propriedades e
relacdes, simbolos de constante sao nomes para objetos individu-
ais, e simbolos de funcdo sdo nomes para mapeamentos. Estes,
exceto a identidade =, sdo os simbolos nao légicos e juntos consti-
tuem uma linguagem. Qualquer linguagem de primeira ordem &
é determinada por seus simbolos nao légicos. No caso mais geral,
< contém infinitos simbolos de cada tipo.

No caso geral, fazemos uso dos seguintes simbolos na légica
de primeira ordem:

1. Simbolos légicos

a) Conectivos logicos: - (negacdo), A (conjuncao), V
(disjun¢@o), — (condicional), V (quantificador univer-
sal), 3 (quantificador existencial).

b) A constante proposicional para falsidade L.

c) A identidade de dois lugares =.



d) Um conjunto infinito contavel de variaveis: vy, v1, va,

2. Simbolos ndo légicos, que constituem a linguagem padrio
da logica de primeira ordem

a) Um conjunto infinito contavel de predicados de » lu-
gares para cada n > 0: Af, A7, A7, ...

b) Um conjunto infinito contavel de simbolos de cons-
tante: ¢y, 1, Co, - ...

c) Um conjunto infinito contavel de simbolos de funcao
de n lugares para cada n > 0: £, f", ., ...

3. Sinais de pontuagdo: (, ) e a virgula.

A maijoria de nossas defini¢des e resultados serda formulada
para a linguagem padrao completa da lo6gica de primeira ordem.
No entanto, dependendo da aplicagdo, também podemos restrin-
gir a linguagem a apenas alguns predicados, simbolos de cons-
tante e simbolos de funcao.

Exemplo 6.1. A linguagem &, da aritmética contém um tnico
predicado de dois lugares <, um tnico simbolo de constante o,
um simbolo de fun¢ido de um lugar /, e dois simbolos de funcao
de dois lugares + e X.

Exemplo 6.2. A linguagem da teoria dos conjuntos &£z contém
apenas o unico predicado de dois lugares €.

Exemplo 6.3. A linguagem das ordens Z< contém apenas o pre-
dicado de dois lugares <.

Novamente, estas sdo convencdes: oficialmente, estes sdo ape-
nas apelidos, por exemplo, <, € e < sdo apelidos para A2, 0 para
o, # para f, + para f?, X para f2.

Além dos conectivos primitivos e quantificadores introduzi-
dos acima, também usamos os seguintes simbolos definidos: <
(bicondicional), verdade T



Um simbolo definido nido faz parte oficialmente da lingua-
gem, mas € introduzido como uma abrevia¢ao informal: ele nos
permite abreviar formulas que, se usassemos apenas simbolos
primitivos, ficariam bastante longas. Isso é obviamente uma van-
tagem. A maior vantagem, no entanto, € que as provas ficam
mais curtas. Se um simbolo é primitivo, ele tem que ser tratado
separadamente nas provas. Quanto mais simbolos primitivos,
portanto, mais longas nossas provas.

Vocé pode estar familiarizado com terminologia e simbolos
diferentes dos que usamos acima. Textos de logica (e professo-
res) comumente usam ~, -, ou ! para “negacao”, A, -, ou & para
“conjuncao”. Simbolos comumente usados para o “condicional”
ou “implicacdao” sao —, =, e D. Simbolos para “bicondicional”,
“bi-implicacdo”, ou “equivaléncia (material)” sdo <, &, e =. O
simbolo L é chamado de varias formas: “falsidade”, “falsum”,
“absurdo”, ou “bottom”. O simbolo T é chamado de varias for-
mas: “verdade”, “verum”, ou “top”.

E convencional usar letras mintisculas (por exemplo, a, b, ¢)
do inicio do alfabeto latino para simbolos de constante (as vezes
chamados de nomes), e letras mintsculas do final (por exemplo,
X, y, z) para variaveis. Quantificadores combinam-se com vari-
aveis, por exemplo, x; variacdes notacionais incluem Vx, (Vx),
(x), I1x, \, para o quantificador universal e 3x, (3x), (Ex), 2 x,
\/x para o quantificador existencial.

Poderiamos tratar todos os operadores proposicionais e am-
bos os quantificadores como simbolos primitivos da linguagem.
Poderiamos, em vez disso, escolher um estoque menor de sim-
bolos primitivos e tratar os outros operadores como definidos.
Conjuntos “funcionalmente completos para a verdade” de opera-
dores booleanos incluem {-,V}, {-,A}, e {-,—}—estes podem
ser combinados com qualquer um dos quantificadores para uma
linguagem de primeira ordem expressivamente completa.

Vocé pode estar familiarizado com dois outros operadores: a
barra de Sheffer | (em homenagem a Henry Sheffer), e a seta de
Peirce |, também conhecida como adaga de Quine. Quando re-
cebem suas leituras usuais de “nand” e “nor” (respectivamente),



esses operadores sdo funcionalmente completos para a verdade
por si sos.

6.3 Termos e Férmulas

Uma vez dada uma linguagem de primeira ordem &, podemos
definir expressdes construidas a partir do vocabulario basico
de &£. Estas incluem, em particular, termos e formulas.

Definic¢ao 6.4 (Termos). O conjunto de termos Trm(Z) de &£ €
definido indutivamente por:

1. Toda variavel é um termo.
2. Todo simbolo de constante de & é um termo.

3. Se f é um simbolo de func¢do de n lugares e 4, ..., &, sdo
termos, entdao f(#,...,4,) é um termo.

4. Nada mais é um termo.

Um termo que ndo contém variaveis é um termo fechado.

Os simbolos de constante aparecem em nossa especificacao
da linguagem e dos termos como uma categoria separada de sim-
bolos, mas eles poderiam, em vez disso, ter sido incluidos como
simbolos de funcdo de zero lugares. Poderiamos entdo dispen-
sar a segunda clausula da definicao de termos. Bastaria entender
f(#,...,t,) como apenas f sozinho se n = 0.

Defini¢ao 6.5 (Formulas). O conjunto de formulas Frm(<Z) da
linguagem &£ é definido indutivamente como segue:

1. 1 é uma f6érmula atdémica.

2. Se R é um predicado de n lugares de & e t1, ..., ¢, sdo
termos de &, entdo R(#,...,#;) € uma férmula atémica.



3. Se #1 e &y sdo termos de &, entdo =(#1,%) é uma férmula
atomica.

4. Se 4 é uma férmula, entdo -4 é uma férmula.
5. Se A e B sao formulas, entdo (4 A B) é uma formula.
6. Se A e B sao formulas, entao (4 V B) é uma formula.

7. Se A e B sao formulas, entdo (4 — B) é uma férmula.

D

8. Se A é uma férmula e x é uma variavel, entio Vx 4
uma férmula.

9. Se A é uma formula e x é uma variavel, entdao Ix 4 é
uma férmula.

10. Nada mais é uma férmula.

As defini¢oes do conjunto de termos e do conjunto de férmu-
las sdao definicdes indutivas. Essencialmente, construimos o con-
junto de férmulas em infinitos estagios. No estagio inicial, de-
claramos que todas as formulas atémicas sdo férmulas; isso cor-
responde aos primeiros casos da defini¢do, isto é, os casos para
1, R(t,...,t,) e =(t1,t2). “Férmula atomica” significa, portanto,
qualquer féormula desta forma.

Os outros casos da definicdo dao regras para construir no-
vas formulas a partir de férmulas ja construidas. No segundo
estagio, podemos usa-los para construir formulas a partir de fér-
mulas atémicas. No terceiro estagio, construimos novas férmulas
a partir das férmulas atémicas e daquelas obtidas no segundo es-
tagio, e assim por diante. Uma férmula é qualquer coisa que seja
eventualmente construida em tal estagio, e nada mais.

Por convencdo, escrevemos = entre seus argumentos e omiti-
mos os parénteses: {1 = fy é uma abreviacao para =(¢1,%). Além
disso, ==(t1,#y) é abreviado como # # f3. Ao escrever uma for-
mula (B * C) construida a partir de B, C usando um conectivo



de dois lugares *, frequentemente omitiremos o par de parénteses
mais externo e escreveremos simplesmente B * C.

Alguns textos de l6gica exigem que a variavel x deva ocorrer
em A para que 3x A4 e Vx A contem como férmulas. Nada de
ruim acontece se vocé nao exigir isso, e isso torna as coisas mais
faceis.

Definic¢ao 6.6. As formulas construidas usando os operadores
definidos devem ser entendidas como segue:

1. T abrevia —.1.

2. A< B abrevia (4 — B) A (B — A).

Se trabalhamos em uma linguagem para uma aplicacdo es-
pecifica, frequentemente escreveremos predicados e simbolos de
funcdo de dois lugares entre os respectivos termos, por exem-
plo, &1 < & e (4 + &) na linguagem da aritmética e #; € ¢ na
linguagem da teoria dos conjuntos. A funcdo sucessora na lin-
guagem da aritmética é até escrita convencionalmente depois de
seu argumento: ¢’. Oficialmente, no entanto, estas sao apenas
abreviacoes convencionais para A%(tl,tg), 7‘52(t1,t2), A%(tl,tg) e
fol(t), respectivamente.

Defini¢iao 6.7 (Identidade sintatica). O simbolo = expressa a
identidade sintatica entre cadeias de simbolos, isto é, 4 = B sse
A e B sao cadeias de simbolos do mesmo comprimento e que
contém o mesmo simbolo em cada posi¢ao.

O simbolo = pode ser ladeado por cadeias obtidas por con-
catenacao, por exemplo, 4 = (B V C) significa: a cadeia de sim-
bolos 4 é a mesma cadeia que aquela obtida concatenando um
paréntese de abertura, a cadeia B, o simbolo V, a cadeia C, e um
paréntese de fechamento, nesta ordem. Se este é o caso, entdo
sabemos que o primeiro simbolo de 4 é um paréntese de aber-
tura, 4 contém B como uma subcadeia (comecando no segundo
simbolo), essa subcadeia é seguida por V, etc.



Como termos e formulas sdo construidos a partir de elemen-
tos basicos via defini¢bes indutivas, podemos usar os seguintes
principios de inducdo para provar coisas sobre eles.

Lema 6.8 (Principio de indug¢do sobre termos). Seja £ uma lin-
guagem de primeira ordem. Se uma propriedade P ¢ tal que

1. ¢ela vale para toda varidvel v,
2. ela vale para todo simbolo de constante a de £, e

3. ela vale para f(t1,...,t,) sempre que vale para ty, ..., t, ¢ f ¢
um simbolo de fun¢ao de n lugares de £

(supondo que ty, ..., t, sao termos de L), entao P vale para todo termo
em Trm().

Lema 6.9 (Principio de indug¢ao sobre formulas). Seja £ uma
linguagem de primeira ordem. Se uma propriedade P vale para todas
as formulas atomicas e ¢ tal que

1. ela vale para — A sempre que vale para A;

2. ela vale para (A N B) sempre que vale para A e B;
3. ela vale para (AN B) sempre que vale para A ¢ B,
4- ela vale para (A — B) sempre que vale para A e B;

5. ela vale para Ax A sempre que vale para A;

)

ela vale para Vx A sempre que vale para A;

(supondo que A ¢ B sao formulas de &), entdo P vale para todas as
formulas em Frm(£).



6.4 Leitura Unica

A maneira como definimos férmulas garante que toda férmula
tem uma leitura tnica, isto é, ha essencialmente apenas uma ma-
neira de construi-la de acordo com nossas regras de formacgao
para formulas e apenas uma maneira de “interpreta-la”. Se nao
fosse assim, teriamos féormulas ambiguas, isto é, formulas que
tém mais de uma leitura ou interpretacio—e isso é claramente
algo que queremos evitar. Mas, mais importante, sem essa pro-
priedade, a maioria das defini¢des e provas que vamos dar nao
funcionaria.

Talvez a melhor maneira de deixar isso claro seja ver o que
aconteceria se tivéssemos dado regras ruins para formar férmulas
que ndo garantissem a leitura tinica. Por exemplo, poderiamos
ter esquecido os parénteses nas regras de formagao para conec-
tivos, por exemplo, poderiamos ter permitido isto:

Se A e B sao férmulas, entio A — B também é.

Partindo de uma férmula atémica D, isso nos permitiria formar
D—D. A partir disso, juntamente com D, obteriamos D—D—D.
Mas ha duas maneiras de fazer isso:

1. Tomamos D como A e D — D como B.
2. Tomamos A como D —>D e BéD.

Correspondentemente, ha duas maneiras de “ler” a formula D —
D — D. Ela é daforma B— Conde Bé D e C éD— D, mas ela
¢ também da forma B — C com B sendo D — D e C sendo D.
Se isso acontece, nossas defini¢coes nem sempre funcionarao.
Por exemplo, quando definimos o operador principal de uma for-
mula, dizemos: em uma férmula da forma B — C, o operador
principal é a ocorréncia indicada de —. Mas se podemos casar
a férmula D — D — D com B — C das duas maneiras diferen-
tes mencionadas acima, entdo em um caso obtemos a primeira
ocorréncia de — como o operador principal, e no segundo caso



a segunda ocorréncia. Mas pretendemos que o operador prin-
cipal seja uma fun¢do da formula, isto é, toda formula deve ter
exatamente uma ocorréncia de operador principal.

Lema 6.10. O nimero de parénteses esquerdos e direitos em uma for-
mula A ¢ igual.

Prova. Provamos isso por inducdo sobre a maneira como 4 é
construida. Isso requer duas coisas: (a) Temos primeiro que pro-
var que todas as férmulas atomicas tém a propriedade em ques-
tao (a base da inducdo). (b) Entao temos que provar que, quando
construimos novas formulas a partir de formulas dadas, as novas
formulas tém a propriedade, desde que as antigas a tenham.

Seja [(A) o nimero de parénteses esquerdos, e r(4) o nimero
de parénteses direitos em 4, e /(¢) e r(¢) similarmente o nimero
de parénteses esquerdos e direitos em um termo ¢.

1. A= 1: Atem 0 parénteses esquerdos e 0 parénteses direi-
tos.

2. A = R(t1,....tn): (A =1+1U(tr) +---+1(t,) =1+
r(t1) + -+ 1(t) = r(4). Aqui usamos o fato, deixado
como exercicio, de que /(¢) = r(¢) para qualquer termo ¢.

3. A=t =ty 1(A) =1(t) + (1) = r(tr) + 7(8g) = 7(A).

4. A = —~B: Por hipotese de inducdo, /[(B) = r(B). Assim
[(A) =1(B) =r(B) =r(4).

5. A= (Bx+C): Por hipotese de indugao, [(B) =r(B) el(C) =
r(C). Assim [(4A) = 1+I(B)+I(C) =1+r(B)+r(C) = r(4).

6. A = Vx B: Por hipotese de inducdo, /(B) = r(B). Assim,
[(A) = 1(B) =r(B) =r(A).

7. A =3x B: Analogamente. o



Defini¢dao 6.11 (Prefixo préprio). Uma cadeia de simbolos B é
um prefixo préprio de uma cadeia de simbolos 4 se a concatenacao
de B e uma cadeia de simbolos nao vazia resulta em 4.

Lema 6.12. Se A ¢ uma formula, ¢ B ¢ um prefixo proprio de A, entdo
B ndo ¢ uma formula.

Prova. Exercicio. O

Proposicao 6.13. Se¢ A ¢ uma féormula atomica, entdo ela satisfaz
uma, e apenas uma, das seguintes condigoes.

7. A= 1.

2. A= R(t1,...,t,) onde R é um predicado de n lugares, ti, ..., t,
sdo termos, ¢ cada um de R, t1, ..., t, € determinado de forma
unica.

3 A=t =ty ondety ety sao termos determinados de forma inica.

Prova. Exercicio. |

Proposi¢ao 6.14 (Leitura Unica). Toda formula satisfaz uma, e
apenas uma, das seguintes condigoes.

1. A ¢ atomica.

2. A ¢ da forma —B.

3. A éda forma (B A C).
4- A éda forma (BV C).
5. A éda forma (B — C).

6. A éda formaVx B.



7. A ¢ da forma 3x B.

Além disso, em cada caso B, ou B ¢ C, sdo determinados de forma inica.
Isso significa que, por exemplo, ndo hd pares diferentes B, C ¢ B’, C’
tais que A seja ao mesmo tempo da forma (B — C) ¢ (B' — C’).

Prova. As regras de formagao exigem que, se uma féormula nao
€ atomica, ela deve comecar com um paréntese de abertura (, -,
ou um quantificador. Por outro lado, toda férmula que comeca
com um dos seguintes simbolos deve ser atdmica: um predicado,
um simbolo de fun¢do, um simbolo de constante, L.

Entao, na verdade s6 temos que mostrar que se 4 é da forma
(B # C) e também da forma (B’ +’ C’), entaio B=B', C =C(C', e
x = %/,

Entao suponha que tanto 4 = (B * C) quanto 4 = (B’ «" C’).
Entao ou B = B’ ou nao. Se for, claramente * = " e C = C’, pois
elas entdo sdo subcadeias de 4 que come¢am no mesmo lugar e
tém o mesmo comprimento. O outro caso é B # B’. Como B
e B’ sao ambas subcadeias de 4 que come¢cam no mesmo lugar,
uma deve ser um prefixo proprio da outra. Mas isso € impossivel
por Lema 6.12. m|

6.5 Operador principal de uma Férmula

Frequentemente é util falar sobre o wltimo operador usado na
construcdo de uma férmula 4. Esse operador é chamado de ope-
rador principal de A. Intuitivamente, é o operador “mais externo”
de A. Por exemplo, o operador principal de =4 é =, o operador
principal de (4 V B) é Vv, etc.

Definic¢ao 6.15 (Operador principal). O operador principal de

uma formula A4 é definido como segue:

1. A é atdmica: 4 ndo tem operador principal.



2. 4 =-B: o operador principal de 4 é —.

3. A= (B AC): o operador principal de 4 é A.
4. A= (BV C): o operador principal de 4 é V.
5. A= (B — C): o operador principal de 4 é —.
6. A =VxB: o operador principal de 4 é V.

7. A =3x B: o operador principal de 4 é 3.

Em cada caso, pretendemos a ocorréncia especifica indicada
do operador principal na férmula. Por exemplo, como a formula
((D—>E)—(E—D))édaforma(B—C)ondeBé (D—E)eC
é (E — D), a segunda ocorréncia de — é o operador principal.

Esta é uma definicdo recursiva de uma funcao que mapeia to-
das as féormulas nao atémicas para sua ocorréncia de operador
principal. Por causa da maneira como as férmulas sdo definidas
indutivamente, toda formula A satisfaz um dos casos em Defini-
cao 6.15. Isso garante que, para cada féormula 4 nao atdomica,
existe um operador principal. Como cada férmula satisfaz ape-
nas uma dessas condi¢des, e como as férmulas menores a partir
das quais 4 é construida sdo determinadas de forma tnica em
cada caso, a ocorréncia de operador principal de A é unica, e
assim definimos uma funcao.

Chamamos as férmulas pelos nomes em Tabela 6.1 depen-
dendo de qual simbolo é seu operador principal. Lembre-se, no
entanto, de que os operadores definidos nao aparecem oficial-
mente em féormulas. Eles sdo apenas abreviacoes, entdo oficial-
mente ndo podem ser o operador principal de uma férmula. Em
provas sobre todas as formulas, eles, portanto, ndo precisam ser
tratados separadamente.



Operador principal Tipo de formula Exemplo
nenhum (férmula) atomica | L, R(#1,...,8), H = Iy
- negacgio -4
A conjuncao (AAB)
% disjuncao (AvV B)
— condicional (A— B)
o bicondicional (A< B)
Y (formula) universal Vx A
3 (féormula) existencial dx A

Operador principal e nomes de formulas

6.6 Subférmulas

Frequentemente € util falar sobre as formulas que “compoem”
uma dada formula. Chamamos estas de suas subformulas. Qual-
quer férmula conta como uma subférmula de si mesma; uma
subférmula de A4 diferente do préprio 4 é uma subférmula pro-
pria.

Defini¢ao 6.16 (Subformula imediata). Se 4 é uma férmula,
as subformulas imediatas de A sao definidas indutivamente como
segue:

1. Formulas atdomicas nao tém subformulas imediatas.
2. A =-B: A tnica subférmula imediata de 4 é B.

3. A= (Bx*C): As subformulas imediatas de 4 sao B e C (x
é qualquer um dos conectivos de dois lugares).

4. A =VxB: A tnica subférmula imediata de 4 é B.

5. A =3xB: A unica subféormula imediata de 4 é B.



Defini¢dao 6.17 (Subformula préopria). Se 4 é uma férmula, as
subformulas proprias de A sao definidas recursivamente como se-
gue:

1. Férmulas atémicas nao tém subférmulas proprias.

2. A =-B: As subféormulas proprias de 4 sao B juntamente
com todas as subférmulas préprias de B.

3. A = (B=xC): As subféormulas proprias de 4 sao B, C,
juntamente com todas as subformulas préprias de B e as
de C.

4. A=VxB: Assubféormulas préprias de 4 sio B juntamente
com todas as subférmulas préoprias de B.

5. A =3x B: As subférmulas proprias de 4 sdo B juntamente
com todas as subférmulas préprias de B.

Defini¢dao 6.18 (Subformula). As subférmulas de 4 sdo o pro-
prio 4 juntamente com todas as suas subférmulas préprias.

Note a diferenca sutil em como definimos subférmulas ime-
diatas e subférmulas proprias. No primeiro caso, definimos dire-
tamente as subféormulas imediatas de uma férmula A4 para cada
forma possivel de 4. E uma defini¢io explicita por casos, e os
casos espelham a defini¢ao indutiva do conjunto de férmulas. No
segundo caso, também espelhamos a maneira como o conjunto
de todas as formulas é definido, mas em cada caso também inclu-
imos as subférmulas préprias das férmulas menores B, C além
dessas proprias férmulas. Isso torna a defini¢ao recursiva. Em
geral, uma definicdo de uma funcdo sobre um conjunto definido
indutivamente (no nosso caso, formulas) é recursiva se os casos
na definicdo da fun¢do fazem uso da prépria funcdo. Para ser
bem definida, devemos garantir, no entanto, que s6 usamos os
valores da funcdo para argumentos que vém “antes” daquele que



estamos definindo—no nosso caso, ao definir “subférmula pro-
pria” para (B * C) usamos apenas as subféormulas préprias das
formulas “anteriores” B e C.

Proposicao 6.19. Suponha que B ¢ uma subformula de A ¢ C ¢ uma
subformula de B. Entdo C ¢ uma subformula de A. Em outras palavras,
a relagao de subformula ¢ transitiva.

Proposigao 6.20. Suponha que A ¢ uma formula com n conectivos e
quantificadores. Entdo A tem no mdximo 2n + 1 subformulas.

6.7 Sequéncias de Formacao

Definir formulas via uma defini¢ao indutiva, e a técnica comple-
mentar de provar propriedades de férmulas via inducdo, é uma
abordagem elegante e eficiente. No entanto, também pode ser
util considerar uma abordagem mais ascendente, passo a passo,
da construcdo de férmulas, o que fazemos aqui usando a nocao
de uma sequéncia de formagao. Para mostrar como termos e formu-
las podem ser introduzidos dessa maneira sem precisar referir-se
a suas definicoes indutivas, primeiro introduzimos a nocao de
uma cadeia arbitraria de simbolos extraida de alguma lingua-
gem £.

Defini¢ao 6.21 (Cadeias). Suponha que & é uma linguagem de
primeira ordem. Uma &£ -cadeia é uma sequéncia finita de simbo-
los de &. Quando a linguagem & esta claramente fixada pelo
contexto, frequentemente nos referiremos a uma Z-cadeia sim-
plesmente como uma cadeia.

Exemplo 6.22. Para qualquer linguagem de primeira ordem &,
todas as Z-féormulas sio ZL-cadeias, mas ndo reciprocamente. Por
exemplo,

)(V() — 3

é uma Z¥-cadeia mas nao uma £-formula.



Definicao 6.23 (Sequéncias de formagdo para termos).

Uma sequéncia finita de Z-cadeias (#,...,t,) é uma sequén-
cia de formagdo para um termo ¢ se ¢ = ¢, e para todo i < z, ou
t; € uma variavel ou um simbolo de constante, ou & contém um
simbolo de funcdo f k-ario e existem my,...,m; < i tais que
ti = f(tmys- .. tm). Quando for necessario distinguir, nos refe-
riremos as sequéncias de formacao para termos como sequéncias
de formagao de termos.

Exemplo 6.24. A sequéncia
(o, Vo, 1 (Cos Vo), F- (fiF(C0s v0)))

¢ uma sequéncia de formacao para o termo ﬂ)l(ﬁ)Q(Co, Vo)), assim
como

(Vo, G0, 1 (Cos Vo), Fy (£ (o, 0))) -

Defini¢iao 6.25 (Sequéncias de formacao para formulas).
Uma sequéncia finita de &-cadeias (Ao,...,4,) é uma sequéncia
de formagao para A se A = A, e para todo i < n, ou 4; é uma
formula atomica ou existem j,k < i e uma variavel x tais que
uma das seguintes condic¢oes vale:

1. 4; = -A4;.

2. A; = (A; A Ay).
3. Ai = (4;V Ay).
4. A; = (4; — 4p).
5. Ai =VxA;.

6. 4; =3x A;.



Quando for necessario distinguir, nos referiremos as sequéncias
de formacao para formulas como sequéncias de formagao de formu-
las.

Exemplo 6.26.
(Ap(v0), At (), (Af(cr) A Ag(1)),3vo (Af(cr) A Aj()))

¢ uma sequéncia de formacgao de Iy (A%(q) A A(l)(vo)), assim
como

(A5(v0), Al (c1), (Af(c1) A Ag(v)), At(cr),
Vui Aj(vo), 3o (Af(c1) A Ag(vo)))-
Como pode ser visto no segundo exemplo, sequéncias de forma-

¢ao podem conter “lixo”: férmulas que sao redundantes ou nao
contribuem para a construgao.

Proposicao 6.27. Toda formula A em Frm(&£) tem uma sequéncia
de formagao.

Prova. Suponha que A4 é atomica. Entdo a sequéncia (4) é uma
sequéncia de formacdo para 4. Agora suponha que B e C tém

sequéncias de formacgao (By,...,B,) e (Co,...,Cy) respectiva-
mente.
1. Se A = B, entao (By,...,B,,~B,) é uma sequéncia de

formacao para 4.

2. Se A= (BAC), entao (By,...,B,,Co,...,Cp, (B, ACp)) é
uma sequéncia de formagao para 4.

3. Se A= (BV (), entdo (By,...,B4,Co,...,Cpn, (B, V Cp)) é

uma sequéncia de formacao para 4.

4. Se A = (B — (), entdao (By,...,By,Co,...,Cn, (B, = Cp))
€ uma sequéncia de formacao para 4.



5. Se A = Vx B, entao (By,...,B,,Vx B,) € uma sequéncia de
formacao para A4.

6. Se A = 3x B, entao (By,...,B,,3x B,) ¢ uma sequéncia de
formacao para 4.

Pelo principio de inducédo sobre férmulas, toda férmula tem uma
sequéncia de formacao. m]

Também podemos provar a reciproca. Isso é importante por-
que mostra que nossas duas maneiras de definir férmulas sao
equivalentes: elas ddo os mesmos resultados. Isso também signi-
fica que podemos provar teoremas sobre formulas usando indu-
c¢do ordinaria sobre o comprimento das sequéncias de formacao.

Lema 6.28. Suponha que (Ao, ...,A,) é uma sequéncia de formagao
para Ay, e quek < n. Entdo (Ao, ...,Ar) ¢ uma sequéncia de formagao
para Ay.

Prova. Exercicio. m]

Teorema 6.29. Frm(&) ¢ o conjunto de todas as &£ -cadeias A tais
que existe uma sequéncia de formagdo de formulas para A.

Prova. Seja I o conjunto de todas as cadeias de simbolos na lin-
guagem £ que tém uma sequéncia de formacgao. Vimos em Pro-
posicao 6.27 que Frm(Z) C F, entdo agora provamos a reciproca.

Suponha que 4 tem uma sequéncia de formacao (4o, .. .,4,).
Provamos que 4 € Frm(&) por indugio forte sobre n. Nossa hi-
potese de inducao é que toda cadeia de simbolos com uma se-
quéncia de formacao de comprimento m < n estda em Frm(Z).
Pela definicao de uma sequéncia de formacao, ou 4 = 4, é atd-
mica ou devem existir j,k < n tais que um dos seguintes casos
vale:

1. A= —lA]



2. A = (A] /\Ak)

3. A=(4;V Ay).
4. A= (A4; — Ayp).
5. A=Vx A;.
6. A=3x4;.

Agora raciocinamos por casos. Se A é atOmica entdo 4, €
Frm(Zy). Suponha, em vez disso, que 4 = (A4; A A;). Por
Lema 6.28, (4o,...,4;) e (do,...,A;) sdo sequéncias de forma-
cdo para 4; e Aj, respectivamente. Como estas sdo subsequén-
cias iniciais proprias da sequéncia de formacao para A4, ambas
tém comprimento menor que z. Portanto, pela hipétese de indu-
¢do, 4; e Ay estao em Frm(Z)), e pela definicio de uma férmula,
(4; A Ag) também estd. Os outros casos seguem por raciocinio
analogo. o

Sequéncias de formacao para termos tém propriedades seme-
lhantes as das férmulas.

Proposigao 6.30. Trm(Z) ¢ o conjunto de todas as £ -cadeias t tais
que existe uma sequéncia de formacao de termos para t.

Prova. Exercicio. O

Ha dois tipos de “lixo” que podem aparecer em sequéncias de
formacao: elementos repetidos, e elementos que sdo irrelevantes
para a constru¢ao da férmula ou termo. Podemos eliminar ambos
olhando para sequéncias de formag¢ido minimas.

Defini¢ao 6.31 (Sequéncias de formac¢ao minimas). Uma se-
quéncia de formacdo (Ay,...,4,) para uma féormula 4 é uma
sequéncia de formagdo minima para A se, para toda outra sequén-
cia de formagao s para 4, o comprimento de s é maior ou igual
an+l.



Similarmente, uma sequéncia de formacao (f,...,?,) para
um termo ¢ € uma sequéncia de forma¢do minima para ¢ se, para
toda outra sequéncia de formacgao s para ¢, o comprimento de s
€ maior ou igual a n + 1.

Note que uma férmula ou termo pode ter mais de uma se-
quéncia de formac¢ao minima, mas elas conterdo exatamente as
mesmas cadeias.

Proposigao 6.32. As seguintes condigoes sao equivalentes:
1. B ¢ uma sub-formula de A.
2. B ocorre em toda sequéncia de formag¢ao de A.

3. B ocorre em uma sequéncia de formacdo minima de A.

Prova. Exercicio. O

6.8 Variaveis Livres e Sentencas

Definic¢dao 6.33 (Ocorréncias livres de uma variavel). As
ocorréncias livres de uma variavel em uma férmula sdao defi-
nidas indutivamente como segue:

1. A é atomica: todas as ocorréncias de variavel em A4 sao
livres.

2. A = —-B: as ocorréncias livres de variavel de 4 sdao exata-
mente as de B.

3. A= (B = C(C): as ocorréncias livres de variavel de 4 sao as
em B juntamente com as em C.

4. A=Vx B: as ocorréncias livres de variavel em 4 sdo todas
as em B exceto as ocorréncias de x.



5. A= 3dx B: as ocorréncias livres de variavel em 4 sdo todas
as em B exceto as ocorréncias de x.

Defini¢ao 6.34 (Variaveis Ligadas). Uma  ocorréncia de
uma variavel em uma férmula 4 é ligada se ndo € livre.

Definic¢iao 6.35 (Escopo). Se Vx B é uma ocorréncia de uma
subférmula em uma férmula 4, entdo a ocorréncia correspon-
dente de B em A4 é chamada de escopo da ocorréncia correspon-
dente de Vx. Analogamente para 3x.

Se B é o escopo de uma ocorréncia de quantificador Vx ou 3x
em 4, entdo as ocorréncias livres de x em B sado ligadasem Vx B e
Jx B. Dizemos que essas ocorréncias sao ligadas pela ocorréncia
de quantificador mencionada.

Exemplo 6.36. Considere a seguinte féormula:

vy Ag(vo, 1)
S —
B

B representa o escopo de 3vy. O quantificador liga a ocorréncia
de vy em B, mas nao liga a ocorréncia de v;. Entdo v; é uma
variavel livre neste caso.

Agora podemos ver como isso poderia funcionar em uma
formula 4 mais complicada:

D
—_——

Vv (Ab(vo) = A2(v,v1)) —=3v1 (A2(vo,v1) V Vv =Al(w))

B C

B é o escopo do primeiro Vvy, C é o escopo de v, e D é o
escopo do segundo Vvy. O primeiro Vv liga as ocorréncias de v
em B, v, liga a ocorréncia de v; em C, e o segundo Yy liga a



ocorréncia de vy em D. A primeira ocorréncia de v; e a quarta
ocorréncia de vy sdo livres em A. A ultima ocorréncia de vy €
livre em D, mas ligada em C e 4.

Definicao 6.37 (Sentenca). Uma férmula 4 € uma sentenca sse
nao contém ocorréncias livres de variaveis.

6.9 Substituicdo

Defini¢dao 6.38 (Substituicio em um termo). Definimos
s[¢/x], o resultado de substituir t por toda ocorréncia de x
em s, recursivamente:

1. s =¢: s[t/x] é simplesmente s.

2. s =y s[t/x] é também simplesmente s, desde que y seja
uma variavel e y # x.

3. s=x: s[t/x] ét.

4 5= f(t. . otn): s[t/x] 6 F(alt/x].. .. tult/x]).

Defini¢dao 6.39. Um termo ¢ esta livre para x em A se nenhuma
das ocorréncias livres de x em A ocorre no escopo de um quan-
tificador que liga uma variavel em ¢.

Exemplo 6.40.
1. vg estd livre para v; em 3V3Ai(V3, V1)

2 ~ T 2
2. f*(v1,v2) ndo esté livre para vy em Vv A; (vo, Vo)



Defini¢dao 6.41 (Substituicio em uma férmula). Se 4 ¢é
uma férmula, x é uma variavel, e ¢ é um termo livre para x
em A, entdo A[¢/x] é o resultado de substituir ¢ por todas as
ocorréncias livres de x em A.

1. A= 1: A[t/x] é L.

2. A= P(ty,...,t,): Alt/x] € P(#1[t/x],...,t,[t/x]).
3. A=t =ty A[t/x] é t[t/x] = ta[t/x).

4. A=-B: A[t/x] é =B[t/x].

5. A= (BAC): A[t/x] é (B[t/x] A C[t/x]).

6. A= (BVC): A[t/x] é (B[t/x]V C[t/x]).

7. A= (B—C): A[t/x] é (B[t/x] — C[t/x]).

8. A=VyB: A[t/x] é Vy B[t/x], desde que y seja uma vari-
avel diferente de x; caso contrario 4[¢/x] é simplesmente

A.

9. A=3yB: A[t/x] é 3y B[t/x], desde que y seja uma vari-
avel diferente de x; caso contrario 4[¢/x] é simplesmente

A.

Note que a substituicdo pode ser vacua: Se x nido ocorre de
modo algum em 4, entdo A[¢/x] é simplesmente 4.

A restricao de que ¢ deve estar livre para x em 4 é necessaria
para excluir casos como o seguinte. Se 4 = Iyx < ye t = y,
entdo A[¢/x] seria Iy y < y. Neste caso a variavel livre y é “cap-
turada” pelo quantificador 3y ao substituir, e isso é indesejavel.
Por exemplo, gostariamos que fosse o caso que, sempre que Yx B
vale, B[¢/x] também vale. Mas considere Vx 3y x < y (aqui B é
Jy x < »). E uma sentenca que é verdadeira a respeito, por exem-
plo, dos niimeros naturais: para todo nimero x ha um namero y
maior que ele. Se permitissemos y como uma possivel substitu-
icao para x, terminariamos com B[y/x] = 3y y < y, que é falsa.



Prevenimos isso exigindo que nenhuma das variaveis livres em ¢
acabe sendo ligada por um quantificador em 4.

Frequentemente usamos a seguinte convengao para evitar no-
tacdo incomoda: Se 4 é uma férmula que pode conter a variavel x
livre, também escrevemos A(x) para indicar isso. Quando esta
claro qual 4 e x temos em mente, e ¢ € um termo (suposto estar
livre para x em A(x)), entdo escrevemos A(¢) como abreviacao
de A[¢/x]. Assim, por exemplo, poderiamos dizer, “chamamos
A(t) de uma instancia de Vx 4(x).” Com isso queremos dizer que
se 4 é qualquer formula, x uma variavel, e £ um termo que esta
livre para x em 4, entdo A[¢/x] é uma instancia de Vx 4.

Resumo

Uma linguagem de primeira ordem consiste em simbolos de
constante, fungdo e predicado. Os simbolos de funcao e de
constante recebem um namero especificado de argumentos. Na
linguagem da aritmética, por exemplo, temos um tnico sim-
bolo de constante 0, um simbolo de funcdo unario 7, dois sim-
bolos de func¢ao binarios + e X, e um simbolo de predicado bi-
nario <. A partir de varidveis e de simbolos de constante e de
funcao, formamos os termos de uma linguagem. A partir dos ter-
mos de uma linguagem junto com seus simbolos de predicado,
bem como o simbolo de identidade =, formamos as férmulas
atomicas. E, por sua vez, a partir delas, usando os conectivos
logicos -, V, A, =, < e os quantificadores V e 3, formamos suas
féormulas. Como temos o cuidado de sempre incluir os parénte-
ses necessarios no processo de formacao de termos e féormulas,
ha sempre exatamente um modo de ler uma férmula. Isso torna
possivel definir coisas por indu¢do sobre a estrutura das formu-
las.

As ocorréncias de variaveis em férmulas sdo as vezes governa-
das por um quantificador correspondente: se uma variavel ocorre
no escopo de um quantificador, ela é considerada ligada; caso
contrario, livre. Esses conceitos tém todos defini¢oes indutivas,



e também definimos indutivamente a operacao de substituicao
de um termo por uma variavel em uma férmula. As férmulas sem
ocorréncias de variaveis livres sdo chamadas de sentencas.

Problemas

Problema 6.1. Prove Lema 6.8.

Problema 6.2. Prove que, para qualquer termo ¢, [(¢) = r(¢).
Problema 6.3. Prove Lema 6.12.

Problema 6.4. Prove Proposicao 6.13 (Dica: Formule e prove
uma versao de Lema 6.12 para termos.)

Problema 6.5. Prove Proposicao 6.19.
Problema 6.6. Prove Proposicao 6.20.
Problema 6.7. Prove Lema 6.28.

Problema 6.8. Prove Proposicao 6.30. Dica: use uma estratégia
semelhante a usada na prova de Teorema 6.29.

Problema 6.9. Prove Proposicao 6.32.

Problema 6.10. Dé uma defini¢do indutiva das ocorréncias de
variaveis ligadas nos moldes de Definicao 6.33.



CAPITULO 7

7.1 Introducgao

Dar o significado das expressdes é o dominio da semantica. O
conceito central em semantica é o de satisfacio em uma estru-
tura. Uma estrutura da significado aos blocos de construgao da
linguagem: um dominio é um conjunto niao vazio de objetos. Os
quantificadores sdo interpretados como variando sobre esse do-
minio, aos simbolos de constante sao atribuidos elementos no
dominio, aos simbolos de funcido sdo atribuidas fun¢des do do-
minio para si mesmo, e aos predicados sao atribuidas relagoes
sobre o dominio. O dominio junto com as atribui¢des ao voca-
bulario basico constitui uma estrutura. Variaveis podem apare-
cer em férmulas, e para dar uma semantica, também temos que
atribuir elementos do dominio a elas—isto é uma atribuicio de
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variaveis. A relacdo de satisfacdo, finalmente, retne tudo isso.
Uma formula pode ser satisfeita em uma estrutura M relativa-
mente a uma atribuicio de variaveis s, escrita como M,s £ A.
Essa relacao também é definida por inducdo sobre a estrutura
de 4, usando as tabelas de verdade para os conectivos logicos
para definir, por exemplo, a satisfacdo de (4 A B) em termos da
satisfacdo (ou ndo) de 4 e B. Acontece entdo que a atribuicao
de variaveis € irrelevante se uma férmula 4 é uma sentenca, isto
é, ndo tem variaveis livres, e assim podemos falar de sentencas
sendo simplesmente satisfeitas (ou ndo) em estruturas.

Com base na relacao de satisfacido M £ A4 para sentencas po-
demos entdo definir as nocdes seminticas basicas de validade,
consequéncia e satisfatibilidade. Uma sentenca € valida, F 4, se
toda estrutura a satisfaz. Ela é consequéncia de um conjunto de
sentencas, I £ A, se toda estrutura que satisfaz todas as sen-
tencas em /" também satisfaz 4. E um conjunto de sentencas é
satisfativel se alguma estrutura satisfaz todas as sentencas nele
ao mesmo tempo. Como férmulas sao definidas indutivamente, e
a satisfacdo é por sua vez definida por inducao sobre a estrutura
das férmulas, podemos usar indu¢do para provar propriedades
de nossa semdntica e para relacionar as no¢oes semanticas defi-
nidas.

7.2 Estruturas para Linguagens de
Primeira Ordem

As linguagens de primeira ordem sao, por si mesmas, ndo interpre-
tadas: os simbolos de constante, simbolos de funcao e predicados
nao tém nenhum significado especifico associado a eles. Os signi-
ficados sdo dados especificando-se uma estrutura. Ela especifica o
dominio, isto é, os objetos que os simbolos de constante denotam,
sobre os quais os simbolos de fun¢dao operam e sobre os quais os
quantificadores variam. Além disso, ela especifica quais simbolos
de constante denotam quais objetos, como um simbolo de fun-
cao mapeia objetos para objetos, e a quais objetos os predicados



se aplicam. Estruturas sdo a base para as nocdes semdnticas em
logica, por exemplo, a no¢do de consequéncia, validade, satis-
fatibilidade. Elas sio chamadas de varias formas na literatura:

» o«

“estruturas”, “interpretacdes” ou “modelos”.

Defini¢ao 7.1 (Estruturas). Uma estrutura M, para uma lingua-
gem & de logica de primeira ordem consiste nos seguintes ele-
mentos:

1. Dominio: um conjunto nao vazio, M|

2. Interpretacdo dos simbolos de constante: para cada simbolo de
constante ¢ de £, um elemento ¢M € |M|

3. Interpreta¢do dos predicados: para cada predicado R de n
lugares de & (distinto de =), uma relacdo de n lugares
RM c \M|"

4. Interpreta¢do dos simbolos de fun¢do: para cada simbolo de

funcao f de = lugares de &, uma funcido de n lugares
MM - M

Exemplo 7.2. Uma estrutura M para a linguagem da aritmética
consiste em um conjunto, um elemento de |[M|, OM, como inter-
pretacao do simbolo de constante 0, uma fun¢do de um lugar
M: M| — |M]|, duas funcées de dois lugares +M e XM ambas
IM|*> — |M]|, e uma relacdo de dois lugares <M ¢ IM|%.

Um exemplo 6bvio de tal estrutura é o seguinte:

1. [N|=N

2. oV =0

3. N(n) = n+1 para todos n € N

4. +N(n,m) = n + m para todos n,m € N

5. XN(n,m) = n - m para todos n,m € N



6. <N ={(n,m):neN,meN,n<m}

A estrutura N para &4 assim definida é chamada de modelo padrao
da aritmética, porque interpreta as constantes nao logicas de &4
exatamente como se esperaria.

No entanto, ha muitas outras estruturas possiveis para Z£4.
Por exemplo, poderiamos tomar como dominio o conjunto Z
dos inteiros em vez de N, e definir as interpretacdes de o, 7, +,
X, < adequadamente. Mas também podemos definir estruturas
para #,4 que ndo tém nada, nem mesmo remotamente, a ver com
numeros.

Exemplo 7.3. Uma estrutura M para a linguagem £ da teoria
dos conjuntos requer apenas um conjunto e uma unica relacao de
dois lugares. Entdo, tecnicamente, por exemplo, o conjunto das
pessoas mais a relacdo “x é mais velho que y” poderia ser usado
como uma estrutura para £z, assim como N junto com n > m
para n,m € N.

Uma estrutura particularmente interessante para £z na qual
os elementos do dominio sdo de fato conjuntos, e a interpretagao
de € é de fato a relagdo “x é um elemento de »” é a estrutura HF
dos conjuntos hereditariamente finitos:

1. [HF| =0 U p(0) U p(p(0)) U p(p(p(0)) U...;

o. €flf = {(x,9) : x,y € |HF| ,x € y}.

As estipulacdes que fazemos sobre o que conta como uma es-
trutura impactam nossa légica. Por exemplo, a escolha de impe-
dir dominios vazios garante, dada a explica¢do usual de satisfa-
¢ao (ou verdade) para sentencas quantificadas, que Jx (4A(x) V
-A4(x)) é valida—isto €, uma verdade logica. E a estipulacao de
que todos os simbolos de constante devem referir-se a um objeto
no dominio garante que a generalizac¢do existencial é um padrao
de inferéncia correto: A(a), portanto 3x A(x). Se permitissemos
que nomes se referissem a algo fora do dominio, ou que nao se
referissem, entdo estariamos a caminho de uma /ldgica livre, na



qual a generalizacdo existencial requer uma premissa adicional:
A(a) e 3x x = a, portanto Ix A(x).

7.3 Estruturas Cobertas para Linguagens
de Primeira Ordem

Lembre-se de que um termo é fechado se nao contém variaveis.

Definigao 7.4 (Valor de termos fechados). Se ¢ é um termo
fechado da linguagem & e M é uma estrutura para &£, o va-
lor ValM(¢) é definido como segue:

1. Se ¢ é apenas o simbolo de constante ¢, entao ValM(¢) =
M
.

2. Se ¢ é da forma f(¢,...,t,), entdo

ValM (1) = fM(ValM(1y),. .., ValM(1,)).

Definicao 7.5 (Estrutura Coberta). Uma estrutura é coberta se
todo elemento do dominio é o valor de algum termo fechado.

Exemplo 7.6. Seja £ alinguagem com os simbolos de constante
zero, um, dois, ..., o predicado binario <, e os simbolos de fun-
c¢do binarios + e X. Entdo uma estrutura M para & é aquela com
dominio M| = {0,1,2,...} e atribui¢des zeroM = 0, un™ =1,
dois™ = 2, e assim por diante. Para o simbolo de relagao binario
<, o conjunto <M ¢é o conjunto de todos os pares (c1,c9) € |M|?
tais que ¢; é menor que ¢y: por exemplo, (1,3) € <M mas
(2,2) ¢ <M. Para o simbolo de funcio binario +, defina +
da maneira usual—por exemplo, +(2,3) resulta em 5, e analo-
gamente para o simbolo de fun¢ao binario X. Portanto, o valor
de quatro é apenas 4, e o valor de X(dois,+(tres,zero)) (ou



em notacao infixa, dois X (tres + zero)) é

ValM (x(dois,+(tres,zero))) =

xMValM (dois), ValM (+(tres,zero)))
xMValM (dois), +M(ValM (tres), ValM (zero)))
xM(doisM,+M(tresM,zero™))
xM(2,+M(3,0))

=xM(2,3)

=6

7.4 Satisfacio de uma Formula em uma
Estrutura

A nocao basica que relaciona expressdes como termos e formu-
las, por um lado, e estruturas, por outro, sao as de valor de um
termo e satisfa¢io de uma formula. Informalmente, o valor de
um termo é um elemento de uma estrutura—se o termo é ape-
nas uma constante, seu valor é o objeto atribuido a constante
pela estrutura, e se ele é construido usando simbolos de fun-
cdo, o valor é calculado a partir dos valores das constantes e
das fungdes atribuidas as fun¢des no termo. Uma férmula € sa-
tisfeita em uma estrutura se a interpretacao dada aos predicados
torna a formula verdadeira no dominio da estrutura. Essa no-
cao de satisfacdo é especificada indutivamente: a especificacao
da estrutura afirma diretamente quando férmulas atémicas sao
satisfeitas, e definimos quando uma férmula complexa € satisfeita
dependendo do conectivo principal ou quantificador e de se as
subférmulas imediatas sdo ou ndo satisfeitas.

O caso dos quantificadores aqui € um pouco delicado, pois a
subférmula imediata de uma férmula quantificada tem uma vari-
avel livre, e estruturas ndo especificam os valores das variaveis.
Para lidar com essa dificuldade, também introduzimos atribuicdes
de varidveis e definimos a satisfacdo nao em relacdo a uma estru-



tura sozinha, mas em relacdo a uma estrutura mais uma atribui-
cao de varijaveis.

Definic¢ao 7.7 (Atribui¢cdo de Variaveis). Uma atribui¢do de
varidveis s para uma estrutura M é uma funcido que mapeia cada
variavel para um elemento de |[M]|, isto é, s: Var — |M]|.

Uma estrutura atribui um valor a cada simbolo de constante,
e uma atribuicdo de variaveis a cada variavel. Mas queremos
usar termos construidos a partir deles para também nomear ele-
mentos do dominio. Para isso, definimos o valor dos termos in-
dutivamente. Para simbolos de constante e variaveis, o valor é
exatamente como a estrutura ou a atribuicdo de variaveis o es-
pecifica; para termos mais complexos, ele é calculado recursiva-
mente usando as fung¢des que a estrutura atribui aos simbolos de
funciao.

Definicao 7.8 (Valor de Termos). Se ¢ € um termo da lingua-
gem &, M é uma estrutura para &, e s é uma atribuicao de
variaveis para M, o valor ValM (¢) é definido como segue:

1. t=c: Valzsw(t) =M,
2. = ux: Valzsw(t) =s(x).
3. t=f(t,....ty):

ValM (1) = fM(valM(sy),. .., ValM(1,)).

Definicao 7.9 (x-Variante). Se s é uma atribuicdao de variaveis
para uma estrutura M, entdo qualquer atribuicao de variaveis s’
para M que difere de s no maximo no que atribui a x é chamada
de x-variante de s. Se s’ é uma x-variante de s escrevemos s’ ~, s.

Note que uma x-variante de uma atribuicao s nao precisa atri-
buir algo diferente a x. De fato, toda atribui¢cdo conta como uma
x-variante de si mesma.



Definic¢dao 7.10. Se s é uma atribuiciao de variaveis para uma es-
trutura M e m € |M|, entdo a atribuicdo s[m/x] é a atribuicao
de variaveis definida por

m sey=x

s[m/x](y) ={

s(y) caso contrario.

Em outras palavras, s[m/x] € a x-variante particular de s que
atribui o elemento m do dominio a x, e atribui as mesmas coisas
as variaveis diferentes de x que s atribui.

Definigao 7.11 (Satisfagdao). A satisfacio de uma férmula A4
em uma estrutura M relativamente a uma atribuicdo de varia-
veis s, em simbolos: M,s £ A, é definida recursivamente como
segue. (Escrevemos M,s ¥ A para significar “ndao M,s £ A”.)

1. A=1: M,sk A.

2. A= R(t1,....t,): M,s e Asse (ValM(t1),...,ValM(z,)) €
RM,

A=t =t: M,sE A sse Valiw(tl) = Valiw(tg).
A=-B: M,ste AsseM,s ¥ B.

A= (BAC): M,seAsseM,se BeM,sEC.

S s @

A= (BvC): M,skE AsseM,s £ BouM,s £ C (ouambos).

7.4=(B—->C): M,s £ Asse M,s ¥ BouM,s £ C (ou
ambos).

8. 4 =VxB: M,s £ A sse para todo elemento m € |[M|,
M,s[m/x] e B.

9. A=3xB: M,s E A sse para pelo menos um elemento m €

M|, M,s[m/x] E B.



As atribuicoes de variaveis sdo importantes nas tltimas duas
clausulas. Nao podemos definir a satisfacao de Vx B(x) por “para
todo m € [M|, M £ B(m)”. Nao podemos definir a satisfacao de
Jx B(x) por “para pelo menos um m € |[M|, M £ B(m)”. A
razao é que, se m € |[M]|, ele ndo é um simbolo da linguagem, e
portanto B(m) nao é uma férmula (isto é, B[m/x] é indefinido).
Também nao podemos supor que temos simbolos de constante
ou termos disponiveis que nomeiem cada elemento de M, ja que
nao ha nada na definicao de estruturas que o exija. Na linguagem
padrao, o conjunto de simbolos de constante € infinito contavel,
entao se [M| nao é contavel nao ha sequer simbolos de constante
suficientes para nomear cada objeto.

Resolvemos esse problema introduzindo atribui¢es de vari-
aveis, que nos permitem ligar variaveis diretamente a elementos
do dominio. Entao, em vez de dizer que, por exemplo, 3x B(x)
é satisfeita em M sse para pelo menos um m € |[M]|, dizemos
que ela é satisfeita em M relativamente a s sse B(x) é satisfeita
relativamente a s[m/x] para pelo menos um m € |[M|.

Exemplo 7.12. Seja & = {a,b,f,R} onde a e b sao simbolos de
constante, f é um simbolo de func¢ao de dois lugares, e R é um
predicado de dois lugares. Considere a estrutura M definida por:

1. M| = {1,2,3,4)
2. adM =1
3. M =29

4. fM(x,9) =x+ysex+y<3e=3 caso contrario.
5 RM = {(1,1).(1,2),(2.3),(2,4)}

A funcao s(x) = 1 que atribui 1 € |[M| a cada variavel é uma
atribuicao de variaveis para M.
Entao

ValY! (f (a,6)) = M (ValY! (a), Val¥ ().



Como a e b sdo simbolos de constante, Valiw(a) =aM =1e
Val™(5) = bM = 2. Entdo

ValM(f(a,b)) = fM(1,2) =1+2=3.
Para calcular o valor de f(f(a,b),a) temos que considerar
ValM (£ (f(a,b),a)) = fM(ValM (f(a,b)),ValM(a)) = fM(3,1) = 3,
ja que 3+1 > 3. Como s(x) = 1 e Val (x) = s(x), também temos

ValM (£ (f(a,8),%)) = fM(Val¥ (f (a,b)), ValY (x)) = fM(3,1) = 3,

Uma férmula atdmica R(#, fy) € satisfeita se a tupla de valores
de seus argumentos, isto €, (Valiw (tl),Valiw (%)), € um elemento
de RM. Assim, por exemplo, temos M,s & R(b, f(a,b)) ja que
(ValM(b),ValM (£ (a,b))) = (2,3) € RM, mas M,s ¢ R(x, f (a,b))
ja que (1,3) ¢ RM[s].

Para determinar se uma férmula niao atomica A € satisfeita,
aplicam-se as clausulas da definicdo indutiva que se aplicam
ao conectivo principal. Por exemplo, o conectivo principal em
R(a,a) —» (R(b,x) V R(x,b)) €0 —, e

M,s £ R(a,a) — (R(b,x) V R(x,b)) sse
M,s 2 R(a,a) ouM,s £ R(b,x) V R(x,b)

Como M,s & R(a,a) (porque (1,1) € RM) ainda nio podemos
determinar a resposta e devemos primeiro descobrir se M,s E
R(b,x)V R(x,b):

M,s E R(b,x) V R(x,b) sse
M,s E R(b,x) ouM,s £ R(x,b)

E este é o caso, ja que M,s k R(x,b) (porque (1,2) € RM).



Lembre-se de que uma x-variante de s € uma atribuicao de
variaveis que difere de s no maximo no que atribui a x. Para cada
elemento de |[M|, ha uma x-variante de s:

s1 = s[1/x], 5o = s[2/x],
s3 = s[3/x], sy = s[4/x].

Assim, por exemplo, sa(x) = 2 e so(y) = s(y) = 1 para todas as
variaveis y diferentes de x. Estas sdo todas as x-variantes de s
para a estrutura M, ja que |M| = {1,2,3,4}. Note, em particular,
que s1 = s (s é sempre uma x-variante de si mesma).

Para determinar se uma férmula quantificada existencial-
mente 3x A(x) é satisfeita, temos que determinar se M,s[m/x] &
A(x) para pelo menos um m € |[M|. Assim,

M,s EAx (R(b,x) V R(x,b)),

ja que M,s[1/x] £ R(b,x) V R(x,b) (s[3/x] também serviria).
Mas,
M,s ¥ Ax (R(b,x) A R(x,b))

ja que, qualquer que seja o m € [M| que escolhamos, M,s[m/x] ¥
R(b,x) N R(x,b).

Para determinar se uma férmula quantificada universal-
mente Vx A(x) é satisfeita, temos que determinar se M,s[m/x] F
A(x) para todo m € [M|. Assim,

M,s £ V¥x (R(x,a) — R(a,x)),

ja que M,s[m/x] £ R(x,a) — R(a,x) para todo m € |[M|. Para
m = 1, temos M,s[1/x] £ R(a,x) entdo o consequente é verda-
deiro; para m = 2, 3, e 4, temos M,s[m/x] ¢ R(x,a), entdo o
antecedente ¢ falso. Mas,

M,s £Vx (R(a,x) = R(x,a))

ja que M,s[2/x] ¥ R(a,x) = R(x,a) (porque M,s[2/x] £ R(a,x)
e M,s[2/x] £ R(x,a)).



Para um caso mais complicado, considere
Vx (R(a,x) — 3y R(x,y)).

Como M, s[3/x] 2 R(a,x) e M,s[4/x] ¢ R(a,x), os casos interes-
santes em que temos que nos preocupar com o consequente do
condicional sdo apenas m =1 e =2. M,s[1/x] £ 3y R(x,y) vale?
Vale se ha pelo menos um n € |M| tal que M,s[1/x][n/y] E
R(x,y9). De fato, se tomarmos n = 1, temos s[1/x][n/y] =
s[1/y] = 5. Como s(x) =1, s(y) =1, e (1,1) € RM, a resposta é
sim.

Para determinar se M,s[2/x] £ 3y R(x,y), temos que olhar
para as atribuicoes de variaveis s[2/x][n/y]. Aqui, para n =1,
essa atribuicao é sy = s[2/x], que nao satisfaz R(x,y) (s2(x) = 2,
s2(y) = 1, e (2,1) ¢ RM). No entanto, considere s[2/x][3/y] =
s9[3/y]. M,s2[3/y] £ R(x,9) ja que (2,3) € RM, e assim M, s, E
Jy R(x.y).

Assim, para todo n € |M|, ou M,s[m/x] £ R(a,x) (se m =3,
4) ou M,s[m/x] £ Ay R(x,y) (se m =1, 2), e assim

M,s £ Vx (R(a,x) = 3y R(x,y)).
Por outro lado,
M,s ¢ 3x (R(a,x) AVyR(x,y)).

Temos M,s[m/x] £ R(a,x) apenas param = 1 e m = 2. Mas para
ambos esses valores de m, ha por sua vez um n € |[M]|, a saber
n = 4, tal que M,s[m/x][n/y] ¢ R(x,y) e assim M,s[m/x] ¥
VyR(x,y) param =1 e m = 2. Em suma, nao ha m € M| tal que
M,s[m/x] £ R(a,x) AVyR(x,y).

7.5 Atribuicdes de Variaveis

Uma atribuic¢do de variaveis s fornece um valor para toda
variavel—e ha infinitas delas. Isso, é claro, nio é necessario.



Exigimos que as atribui¢cdes de variaveis atribuam valores a to-
das as variaveis simplesmente porque isso torna as coisas muito
mais faceis. O valor de um termo #, e se uma férmula A4 é sa-
tisfeita em uma estrutura com respeito a s, dependem apenas
das atribuicbes que s faz as variaveis em ¢ e as variaveis livres
de A. Esse é o contetido das proximas duas proposi¢oes. Para
tornar precisa a ideia de “depende de”, mostramos que quaisquer
duas atribuicées de variaveis que concordam em todas as varia-
veis em ¢ dao o mesmo valor, e que A4 € satisfeita relativamente a
uma sse € satisfeita relativamente a outra se duas atribuicées de
variaveis concordam em todas as variaveis livres de 4.

Proposicdo 7.13. Se as varidveis em um termo t estdo entre xi,
oy Xn, €51(%;) = so(x;) parai =1, ..., n, entdo Val (1) = Val 5 (1)

Prova. Por indugao sobre a complexidade de ¢. Para o caso base,
¢t pode ser um simbolo de constante ou uma das variaveis x1,
.., Xp. Se t = ¢, entdo Val?f(t) =M = Valé\;l(t). Se t = x;,
s1(x;) = s2(x;) pela hipétese da proposicao, e assim Valjs\f(t) =
s1(x:) = s2(x;) = Valll (¢).
Para o passo indutivo, suponha que ¢ = f(#,...,%) e que a
afirmacao vale para #1, ..., #. Entao

Val (1) = ValM (£ (1, .., 1))
= fM(Va M(t),....ValM(t)).

Para j =1, ..., k, as variaveis de ¢; estdo entre xy, ..., x,. Pela
hipotese de inducao, Val?f(tj) = ValM(t]) Assim,

Val (1) = Val’! (f (1. ... 1))
= MvalM (n),..., Val¥ (1))
= MvalM (n),..., Valll(4))
= Vall (f(t1,....4)) = Vall (2). O



Proposigdo 7.14. Se as varidveis livres em A estdo entre x1, ..., xy,
es1(x;) = so(x;) parai =1, ..., n, entdo M,s1 £ A sse M, s9 £ A.

Prova. Usamos inducdo sobre a complexidade de A. Para o caso
base, onde 4 é atomica, 4 pode ser: L, R(#,...,%) para um
predicado R de k lugares e termos ¢, ..., &, ou #; = fy para
termos #; e #. Nos dois ultimos casos, demonstramos apenas a
direcdo direta do bicondicional, ja que a prova da reciproca é
simétrica.

1. A= 1: tanto M,s; # A quanto M, sy ¥ 4.
2. A=R(t,....t): seja M,s; £ A. Entao
(ValM(11),...,ValM(4;)) € RM.

Parai=1,...,k, ValM(t,) = ValM(t,) por Proposicao 7.13.
Entdo tambem temos (Val¥ 5 (1) ValM(tk)) € RM, e por-
tanto M, sy £ A.

3.4 =t =t suponha M,s; £ A. Entdo Val?f(tl) =
Valjs\f(tQ). Assim,

ValM(tl) = Val L (1) (por Proposicao 7.13)
= Vals1 (t9) (ja que M,s1 E t1 = t9)
= ValM(tg) (por Proposi¢ao 7.13),

entio M,so E £ = Iy.

Agora suponha M,s; £ B sse M,sy £ B para todas as for-
mulas B menos complexas que 4. O passo de inducdo procede
por casos determinados pelo operador principal de 4. Em cada
caso, demonstramos apenas a direcio direta do bicondicional; a
prova da diregao reversa é simétrica. Em todos os casos exceto
os dos quantificadores, aplicamos a hipétese de indugdo as sub-
formulas B de A. As variaveis livres de B estdo entre as de A.
Assim, se s1 e so concordam nas variaveis livres de A4, elas tam-
bém concordam nas de B, e a hipétese de inducgao se aplica a B.



1. A=-B: se M,s; £ A, entdo M, 51 ¥ B, entdo pela hipétese
de inducdo, M, sy ¥ B, portanto M, sy k A.

2. A= B A C: Exercicio.

3. A= BV C(C: seM,s; £ A, entao M,s; £ BouM,s; £ C.
Pela hipotese de inducdo, M,sy £ B ou M,sy £ C, entdao
M,SQ EA.

4. A= B — C: Exercicio.

5. A=3xB: seM,s; £ A,haum m € |[M| tal que M, s1[m/x] £
B. Sejam s = s1[m/x] e s; = so[m/x]. As variaveis livres
de B estao entre x1, ..., X, € x. s7(x;) = s,(%x;), ja que
s; e s, sdo x-variantes de s1 e sy, respectivamente, e por
hipétese s1(x;) = so(x;). 5{(x) = 55(x) = m pela forma como
definimos s; e s;. Entdo a hipétese de indugdo se aplica a

B e 5], s;, entdo M,s; = B. Portanto, ja que s; = so[m/x],

ha um m € |M]| tal que M, s9[m/x] £ B, e assim M, sy £ A.

6. A =Vx B: Exercicio.

Por inducao, obtemos que M,s; £ A sse M, sy £ A sempre que as
variaveis livres em 4 estdao entre x1, ..., X, e s1(x;) = so(x;) para
i=1,...,n O

Sentencas ndo tém variaveis livres, entdo quaisquer duas atri-
bui¢des de variaveis atribuem as mesmas coisas a todas as (zero)
variaveis livres de qualquer sentenca. A proposi¢ao que acaba-
mos de provar significa, entdo, que se uma sentenca € satisfeita
ou nio em uma estrutura relativamente a uma atribuicao de va-
ridveis é completamente independente da atribui¢ao. Registrare-
mos esse fato. Ele justifica a definicao de satisfacdo de uma sen-
tenca em uma estrutura (sem mencionar uma atribui¢do de vari-
aveis) que segue.



Corolario 7.15. Se A ¢ uma sentenga e s uma atribui¢ao de varidveis,
entdo M,s = A sse M,s" & A para toda atribuicao de varidveis s’

Prova. Seja s’ uma atribui¢do de variaveis qualquer. Como 4 é
uma sentenca, ela ndo tem variaveis livres, e assim toda atribui-
¢ao de variaveis s’ trivialmente atribui as mesmas coisas a todas
as variaveis livres de 4 que faz s. Entdo a condicdo de Proposi-
cao 7.14 € satisfeita, e temos M,s £ 4 sse M,s” E A. O

Definig¢dao 7.16. Se 4 é uma sentenca, dizemos que uma estru-
tura M satisfaz A, M = A, sse M,s £ A para todas as atribui¢oes
de variaveis s.

Se M £ A, também dizemos simplesmente que A4 ¢ verdadeira
em M. A nogao de satisfacio se estende naturalmente de senten-
cas individuais para conjuntos de sentencas.

Definigdao 7.17. Se I é um conjunto de sentencas /I°, dizemos
que uma estrutura M satisfaz I’y M £ I', sse M £ A para todo
Ael.

Proposicao 7.18. Seja M uma estrutura, A uma sentenga, ¢ s uma
atribuicdo de varidveis. M £ A sse M, s £ A.

Prova. Exercicio. |
Proposic¢ao 7.19. Suponha que A(x) contém apenas x livre, ¢ M ¢
uma estrutura. Entdo:

7. M £ 3x A(x) sse M,s £ A(x) para pelo menos uma atribuicao
de varidveis s.

2. M e Vx A(x) sse M,s & A(x) para todas as atribuigies de vari-
dveis s.

Prova. Exercicio. O



7.6 Extensionalidade

A extensionalidade, as vezes chamada de relevancia, pode ser
expressa informalmente da seguinte forma: os unicos fatores que
influenciam a satisfacdo de formula 4 em uma estrutura M em
relacdo a uma atribuicdo de variaveis s sao o tamanho do domi-
nio e as atribuigdes feitas por M e s aos elementos da linguagem
que de fato aparecem em A.

Uma consequéncia imediata da extensionalidade é que,
quando duas estruturas M e M’ concordam em todos os ele-
mentos da linguagem que aparecem em uma sentenca 4 e tém o
mesmo dominio, M e M’ também devem concordar quanto a se
4 em si é verdadeira ou nao.

Proposicao 7.20 (Extensionalidade). Seja A uma formula, e M
e My estruturas com |M7| = |Ma|, e s uma atribuicao de varidveis sobre
IMi| = |My|. Se M = M2, RMi = RM: o fM1 = fMs parq todo
simbolo de constante ¢, simbolo de relagao R, ¢ simbolo de fun¢ao f que
ocorre em A, entdo Mq,s £ A sse My,s E A.

Prova. Primeiro prove (por inducdo sobre ¢) que, para todo
termo, Val™ (¢) = Val(¢). Entdo prove a proposic¢ao por indu-
cdo sobre A, fazendo uso da afirmacdo que acabamos de provar
para a base da induc¢do (onde A4 é atémica). O

Corolario 7.21 (Extensionalidade para Sentencas). Seja 4
uma sentenga ¢ My, My como em Proposi¢ao 7.20. Entdo M E A sse
M2 EA.

Prova. Segue de Proposicao 7.20 por Corolario 7.15. O

Além disso, o valor de um termo, e se uma estrutura satis-
faz ou ndo uma férmula, dependem apenas dos valores de seus
subtermos.



Proposigao 7.22. Seja M uma estrutura, t et’ termos, e s uma atri-

buicao de varidveis. Entdo Valjsw(t[t’/x]) = Val?'[IValM(t /sl (2).

Prova. Por inducao sobre ¢.

1. Se ¢t é uma constante, digamos, ¢ = ¢, entdo ¢[t'/x] = ¢, e
M M _
Val{"(¢) = ¢ = ValM ([Val¥ () ](c)

2. Se ¢t é uma variavel diferente de x, digamos, ¢ = y, entao

t M _ .y N

tt'/x] =y, e Val{' (y) = Vals[ValM(t,)/x](y) ja que s ~
s[ValM (¢') /x].

3. Se t = x, entdo t[t'/x] = t’. Mas Val ValM (1) x] (x) =
Valjsw(t’) pela definicao de s[ValiVI(t )/x].

4. Set = f(t,...,t,) entdo temos:

ValM (¢[¢'/x]) =
= Val! (£ (t [t /%], .. talt'[2]))
pela definicdo de ¢[#'/x]
= M ValM ([ /x]),. .. ,Vali”(tn[t'/x]))
pela defini¢io de ValM (£ (..
= FYVal i (8- ValMValM(t g ()
pela hipétese de indugao

= ValMValM(t "/x] (¢) pela definicao de ValM CVal™ (1) /] (f(...))

Proposicao 7.23. Se¢ja M uma estrutura, A uma formula, t' um
termo, ¢ s uma airibui¢do de varidveis. Entdo M,s = A[t'/x] sse
M,s[ValM (¢')/x] £ A.

Prova. Exercicio. O



O ponto de Proposicoes 7.22 e 7.23 é o seguinte. Suponha que
temos um termo ¢ ou uma férmula 4 e algum termo ¢, e que-
remos saber o valor de #[#'/x] ou se A[#'/x] é ou nao satisfeita
em uma estrutura M em relacdo a uma atribuicao de variaveis s.
Entdo podemos ou realizar a substitui¢ao primeiro e depois con-
siderar o valor ou a satisfacdo em relacao a M e s, ou podemos
primeiro determinar o valor m = Valzsw (') de ¢/ em M em re-
lacdo a s, mudar a atribuicdo de variaveis para s[m/x] e entao
considerar o valor de ¢t em M e s[m/x], ou se M,s[m/x] & A.
Proposi¢des 7.22 e 7.23 garantem que a resposta serd a mesma,
independentemente de como o facamos.

7.7 Nocdes Semanticas

Dada a definicdo de estruturas para linguagens de primeira or-
dem, podemos definir algumas propriedades seméanticas basicas
de sentencas e relacdes entre elas. A mais simples destas é a
no¢io de validade de uma sentenca. Uma sentencga é valida se é
satisfeita em toda estrutura. Sentencas validas sdo aquelas que
sao satisfeitas independentemente de como os simbolos nao 16-
gicos nela sdo interpretados. Sentencas validas sdo, portanto,
também chamadas de verdades logicas—elas sao verdadeiras, isto
é, satisfeitas, em qualquer estrutura e, portanto, sua verdade de-
pende apenas dos simbolos 16gicos que nelas ocorrem e de sua
estrutura sintatica, mas nado dos simbolos nao légicos ou de sua
interpretagao.

Definigao 7.24 (Validade). Uma sentenca A € vdlida, = A, sse
M E A para toda estrutura M.

Definic¢ao 7.25 (Consequéncia). Uma sentenca A4 é consequén-
cia de um conjunto de sentencas I', I' k 4, sse para toda estru-
turaM comMET, ME A.



Definicdao 7.26 (Satisfatibilidade). Um conjunto de senten-
cas I' é satisfativel se M £ I' para alguma estrutura M. Se I
nio é satisfativel ele é chamado de insatisfativel.

Proposigao 7.27. Uma senten¢a A ¢ vdlida sse I’ £ A para todo
conjunto de sentengas I'.

Prova. Para a direcao direta, seja 4 valida, e seja I" um conjunto
de sentencas. Seja M uma estrutura tal que M £ I'. Como 4 é
valida, M k 4, portanto I" £ A.

Para a contrapositiva da direcao reversa, seja 4 invalida, en-
tao ha uma estrutura M com M ¥ 4. Quando I = {T}, como T
é valida, M £ I'. Portanto, ha uma estrutura M tal que M ¢ I
mas M ¥ A4, portanto 4 nao é consequéncia de [ ]

Proposicao 7.28. I' £ A sse I’ U {—A} ¢ insatisfativel.

Prova. Para a dire¢ao direta, suponha I £ 4 e suponha, ao con-
trario, que ha uma estrutura M tal que M £ I' U {-4}. Como
MeTlel £ A M e A Além disso, como M £ ' U {—4},
M E -4, entdao temos tanto M £ A quanto M ¥ 4, uma contradi-
cao. Portanto, nao pode haver tal estrutura M, entdao I" U {-4}
é insatisfativel.

Para a dire¢ao reversa, suponha que /" U{-4} é insatisfativel.
Entao, para toda estrutura M, ou M ¥ I’ ou M £ A. Portanto,
para toda estrutura M com M £ I, Mk 4, entdo [ k A. O

Proposicao 7.29. Sel" C I el v A, entdo I’ k A.

Prova. Suponha que I' C I'" e I' £ A. Seja M uma estrutura tal
que M £ I'’; entao M £ I', e como I" £ 4, obtemos que M £ 4.
Portanto, sempre que M £ I'’, M k 4, entdao I’ k£ A. O



Teorema 7.30 (Teorema da Dedugdo Semaéntica). I' U {4} F
Bssel'EA— B.

Prova. Para a direcao direta, seja I' U {4} £ B e seja M uma es-
trutura tal que M £ I'. Se M = A, entao M £ I' U {4}, entdo,
como B é consequéncia de I U {4}, obtemos M £ B. Portanto,
MrA— B,entaio ' F A — B.

Para a direcdo reversa, seja I’ £ A — B e M uma estrutura
tal que M £ " U {4}. Entao M £ I, entao M £ A — B, e como
M e A, M e B. Portanto, sempre que M £ I' U {4}, M £ B, entao
I'u {4} = B. O

Proposicao 7.31. S¢ja M uma estrutura, ¢ A(x) uma formula com
uma varidvel livre x, e t um termo fechado. Entao:

7. A(t) E 3x A(x)
2. Vx A(x) E A(2)

Prova. 1. Suponha M k= A(t). Seja s uma atribuicao de vari-
aveis com s(x) = ValM(¢). Entao M,s £ A(¢) ja que A(t)
é uma sentenca. Por Proposicao 7.23, M,s £ A(x). Por
Proposicao 7.19, M £ 3x A(x).

2. Exercicio. O

Resumo

A semantica de uma linguagem de primeira ordem é dada por
uma estrutura para essa linguagem. Ela consiste em um do-
minio e, a cada simbolo de constante, sio atribuidos elementos
desse dominio. Os simbolos de funcdo sdo interpretados por
funcdes e os simbolos de relagdo por relacdes sobre o dominio.
Uma funcdo do conjunto das variaveis para o dominio é uma
atribuicdo de variaveis. A relacido de satisfacdo relaciona es-
truturas, atribuicGes de variaveis e féormulas; M,s £ A é definida



por inducdo sobre a estrutura de 4. M,s £ 4 depende apenas
da interpretacao dos simbolos que de fato ocorrem em 4, e, em
particular, ndo depende de s se 4 ndo contém variaveis livres.
Assim, se 4 € uma sentenca, M £ A se M,s £ A para algum (ou
todo) s.

A relacao de satisfacdo é a base de todas as nocoes seman-
ticas. Uma sentencga é valida, k A4, se é satisfeita em toda es-
trutura. Uma sentenca A é consequéncia de um conjunto de
sentencas I', I £ A, sse M £ A para todas as M que satisfazem
toda sentenca em /". Um conjunto I” é satisfativel sse ha alguma
estrutura que satisfaz toda sentenca em [I'; caso contrario, insa-
tisfativel. Essas nocdes estdo interrelacionadas; por exemplo,
I' e Asse I' U{—A} é insatisfativel.

Problemas

Problema 7.1. N, o modelo padrdo da aritmética, é coberto?
Explique.

Problema 7.2. Seja &£ = {c, f,A} com um simbolo de constante,
um simbolo de fun¢do de um lugar e um predicado de dois luga-
res, e seja a estrutura M dada por

1. M| = {1,2,3}
2. M=3

3. M) =2,M©2) =3,M3) =2
4 AM = {(1,2),(2,3),(3,3)}

(a) Seja s(v) =1 para todas as variaveis v. Descubra se

M,s £ 3x (A(f (2),¢) = Vy (A(p, %) V A(f (9),%)))

Explique por que sim ou por que nao.
(b) Dé uma estrutura e uma atribuicdo de variaveis diferentes
nas quais a férmula nio seja satisfeita.



Problema 7.3. Complete a prova de Proposicao 7.14.
Problema 7.4. Prove Proposicao 7.18
Problema 7.5. Prove Proposicao 7.1q.

Problema 7.6. Suponha que &£ é uma linguagem sem simbolos
de funcdo. Dada uma estrutura M, ¢ um simbolo de constante
e a € |M|, defina M[a/c] como a estrutura que é exatamente
como M, exceto que ¢M%/¢] = 4. Defina M ||= 4 para sentencas 4
por:

1. A= 1: nioM | A.

2. A= R(dy,....d,): M| Asse (dM,...,dM) e RM,

3. A=dy=dy: M ||= A sse d{‘d:dg’l.

4. A=-B: M ||= Asse nio M |= B.

5 A=(BAC): M|FAsseM|FBeM|=C.

6. A=(BVC): M|EAsseM |=BouM |= C (ou ambos).

7. A= (B—>C): M|FAssenioM | BouM |=C (ou
ambos).

8. 4=VxB: M |= A sse para todo a € |M|, M[a/¢c] |
B[c¢/x], se ¢ ndo ocorre em B.

9. A=3xB: M | A sse haum a € |[M]| tal que M[a/¢] |=
B[c¢/x], se ¢ ndo ocorre em B.

Sejam x1, ..., X, todas as variaveis livres em 4, ¢, ..., ¢, simbolos
de constante nao presentes em 4, ay, ..., a, € |M|, e s(x;) = a;.

Mostre que M,s £ A sse Mlai/c1,....an/cn] |E
Aler/x1] ... [ea/ %]

(Este problema mostra que é possivel dar uma semantica para
a logica de primeira ordem que dispensa atribuicées de varia-
veis.)



Problema 7.7. Suponha que f é um simbolo de funcdo nao
presente em A(x,y). Mostre que ha uma estrutura M tal que
M e Vx3y A(x,y) sse ha uma M’ tal que M’ £ Vx A(x, f (x)).

(Este problema é um caso especial do que é conhecido como
Teorema de Skolem; Vx A(x, f(x)) é chamado de forma normal de
Skolem de Vx 3y A(x.,y).)

Problema 7.8. Faca a prova de Proposicao 7.20 em detalhe.
Problema 7.9. Prove Proposicao 7.23

Problema 7.10. 1. Mostre que " £ L sse I" € insatisfativel.
2. Mostre que I" U {4} £ L sse I £ —A.

3. Suponha que ¢ nao ocorre em 4 nem em I'. Mostre que
I'eVxAssel £ Alc/x].

Problema 7.11. Complete a prova de Proposicao 7.31.



CAPITULO 8

8.1 Introducgao

O desenvolvimento do método axiomatico é uma conquista sig-
nificativa na histéria da ciéncia, e é de especial importancia na
historia da matematica. Um desenvolvimento axiomatico de um
campo envolve o esclarecimento de muitas questdes: Do que trata
o campo? Quais sdo os conceitos mais fundamentais? Como eles
se relacionam? Todos os conceitos do campo podem ser defini-
dos em termos desses conceitos fundamentais? Que leis esses
conceitos obedecem, e devem obedecer?

O método axiomatico e a légica foram feitos um para o ou-
tro. A logica formal fornece as ferramentas para formular teorias
axiomaticas, para provar teoremas a partir dos axiomas da teo-
ria de uma maneira precisamente especificada, para estudar as
propriedades de todos os sistemas que satisfazem os axiomas de
uma maneira sistematica.

Defini¢ao 8.1. Um conjunto de sentengas I" é fechado sse, sem-
pre que I' £ A entao 4 € I'. O fecho de um conjunto de senten-
cas ' ¢ {A: Tk A}
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Dizemos que I" é axiomatizado por um conjunto de sentencas 4
se I' é o fecho de 4.

Podemos pensar em uma teoria axiomatica como o conjunto
de sentencas que é axiomatizado por seu conjunto de axiomas 4.
Em outras palavras, quando temos uma linguagem de primeira
ordem que contém simbolos ndo l6gicos para os primitivos da ci-
éncia desenvolvida axiomaticamente que desejamos estudar, jun-
tamente com um conjunto de sentencas que expressam as leis
fundamentais da ciéncia, podemos pensar na teoria como repre-
sentada por todas as sentencas nessa linguagem que sio conse-
quéncia dos axiomas. Isso varia de exemplos simples com apenas
um unico primitivo e axiomas simples, como a teoria das ordens
parciais, até teorias complexas como a mecanica newtoniana.

Os fatos l6gicos importantes que tornam essa abordagem for-
mal do método axiomatico tdo importante sdo os seguintes. Su-
ponha que /" é um sistema de axiomas para uma teoria, isto &,
um conjunto de sentencas.

1. Podemos afirmar precisamente quando um sistema de axi-
omas captura uma classe pretendida de estruturas. Isto é,
se estamos interessados em uma certa classe de estruturas,
capturaremos com sucesso essa classe por um sistema de
axiomas I sse as estruturas sdo exatamente aquelas M tais

que MET.

2. Podemos falhar nesse aspecto porque ha M tais que M £ I,
mas M nao é uma das estruturas que pretendemos. Isso
pode nos levar a adicionar axiomas que ndo sido verdadei-
ros em M.

3. Se somos bem-sucedidos pelo menos no aspecto de que I" é
verdadeiro em todas as estruturas pretendidas, entdo uma
sentenca 4 é verdadeira em todas as estruturas pretendi-
das sempre que I' £ A. Assim, podemos usar ferramen-
tas l6gicas (como métodos de deriva¢do) para mostrar que



sentencas sdo verdadeiras em todas as estruturas preten-
didas simplesmente mostrando que elas sdo consequéncia
dos axiomas.

. As vezes nio temos estruturas pretendidas em mente, mas
em vez disso partimos dos préprios axiomas: comegamos
com alguns primitivos que queremos que satisfacam cer-
tas leis que codificamos em um sistema de axiomas. Uma
coisa que gostariamos de verificar imediatamente é que os
axiomas nao se contradizem: se o fizerem, ndo pode ha-
ver conceitos que obedecam a essas leis, e teremos tentado
estabelecer uma teoria incoerente. Podemos verificar que
isso ndo acontece encontrando um modelo de I". E se ha
modelos da nossa teoria, podemos usar métodos l6gicos
para investiga-los, e também podemos usar métodos 16gi-
cos para construir modelos.

. A independéncia dos axiomas é, igualmente, uma questao
importante. Pode acontecer que um dos axiomas seja, na
verdade, uma consequéncia dos outros, e seja, portanto,
redundante. Podemos provar que um axioma 4 em I é
redundante provando I" \ {4} £ A. Também podemos
provar que um axioma ndo é redundante mostrando que
(I"'\ {4}) U {—~A4} é satisfativel. Por exemplo, foi assim que
se mostrou que o postulado das paralelas é independente
dos outros axiomas da geometria.

Outra questdo importante é a da definibilidade de concei-
tos em uma teoria: A escolha da linguagem determina em
que consistem os modelos de uma teoria. Mas nem todo as-
pecto de uma teoria deve ser representado separadamente
em seus modelos. Por exemplo, toda ordenacdo < deter-
mina uma ordenacao estrita correspondente <—dada uma,
n6s podemos definir a outra. Entdo nao é necessario que
um modelo de uma teoria que envolve tal ordem deva con-
ter também a ordenacao estrita correspondente. Quando é

o caso, em geral, de que uma rela¢do pode ser definida em



termos de outras? Quando é impossivel definir uma rela-
¢do em termos de outras (e, portanto, deve-se adiciona-la
aos primitivos da linguagem)?

8.2 Expressando Propriedades de
Estruturas

Frequentemente é util e importante expressar condi¢des sobre
funcoes e relagdes, ou, mais geralmente, que as fungoes e relagdes
em uma estrutura satisfacam essas condi¢des. Por exemplo, nos
gostariamos de ter maneiras de distinguir aquelas estruturas para
uma linguagem que “capturam” o que queremos que os predica-
dos “signifiquem” daquelas que nao capturam. E claro que somos
completamente livres para especificar quais estruturas “pretende-
mos”, por exemplo, podemos especificar que a interpretagao do
predicado < deve ser uma ordenagdo, ou que estamos interessa-
dos apenas em interpretacoes de & nas quais o dominio consiste
em conjuntos e € é interpretado pela relacao “é um elemento de”.
Mas podemos fazer isso com sentencgas da linguagem? Em ou-
tras palavras, quais condi¢des sobre uma estrutura M podemos
expressar por uma sentenca (ou talvez um conjunto de sentengas)
na linguagem de M? Ha algumas condi¢des que ndo conseguire-
mos expressar. Por exemplo, ndo ha sentenca de £4 que seja ver-
dadeira em uma estrutura M somente se [M| = N. Nao podemos
expressar “o dominio contém apenas numeros naturais”. Mas
ha “propriedades estruturais” de estruturas que talvez possamos
expressar. Quais propriedades de estruturas podemos expressar
por sentencas? Ou, dito de outra forma, quais cole¢oes de estru-
turas podemos descrever como aquelas que tornam uma sentenga
(ou conjunto de sentencas) verdadeira?

Defini¢dao 8.2 (Modelo de um conjunto). Seja /" um conjunto
de sentencas em uma linguagem &£. N6s dizemos que uma estru-
tura M ¢ um modelo de I’ se M £ A para todo A€ I.



Exemplo 8.3. A sentencga Yx x < x é verdadeira em M sse <M
€ uma relacao reflexiva. A sentenca VxVy((x < y Ay < x) —
x = y) é verdadeira em M sse <M ¢ antissimétrica. A sentenga
VxVyVz ((x <y Ay < 2) > x < z) é verdadeira em M sse <M ¢é
transitiva. Assim, os modelos de
{ Vxx<ux,

VaVy (x <pAy<x)—=x=9),

VaVyVz(x <yAy<2z)—>x<2) }
sdo exatamente aquelas estruturas nas quais <M ¢ reflexiva, an-
tissimétrica e transitiva, isto é, uma ordem parcial. Portanto,

podemos toma-las como axiomas para a teoria de primeira ordem
das ordens parciais.

8.3 Exemplos de Teorias de Primeira
Ordem

Exemplo 8.4. A teoria das ordens lineares estritas na lingua-
gem Z. é axiomatizada pelo conjunto
{ Vx-x<ux,
VaVy((x <yVy<x)Vx=y),
VaVyVz((x <yAy<2z)—x<2) }
Ela captura completamente as estruturas pretendidas: toda or-
dem linear estrita é um modelo deste sistema de axiomas e, vice-

versa, se R é uma ordem linear sobre um conjunto X, entido a
estrutura M com |[M| = X e <M = R é um modelo desta teoria.

Exemplo 8.5. A teoria dos grupos na linguagem 1 (simbolo de
constante), - (simbolo de funcio de dois lugares) é axiomatizada

por
Va(x-1)=x
VeVyVz(x-(p-2) = ((x-3) - 2)
Vxdy(x-y)=1



Exemplo 8.6. A teoria da aritmética de Peano é axiomatizada
pelas seguintes sentencas na linguagem da aritmética £4.

VaVy (2" =y - x=y)

Vxo # &’

Vx(x+0)=x

VaVy (x+y') = (x +y)

Vx (x X0) =0

VaVy (x X y') = ((x X y) + x)
VaVy (x <y 3z (2" +x)=y)

mais todas as sentencas da forma
(A(0) AVx (A(x) = A(x"))) — Vx A(x)

Como ha infinitas sentencas desta tltima forma, este sistema de
axiomas € infinito. Esta tltima forma é chamada de esquema de
indu¢do. (Na verdade, o esquema de inducdo é um pouco mais
complicado do que deixamos transparecer aqui.)

O ultimo axioma é uma definicao explicita de <.

Exemplo 8.7. A teoria dos conjuntos puros desempenha um pa-
pel importante nos fundamentos (e na filosofia) da matematica.
Um conjunto é puro se todos os seus elementos sdo também con-
juntos puros. O conjunto vazio conta, portanto, como puro, mas
um conjunto que tem como um elemento algo que nao é um con-
junto nao seria puro. Entdao os conjuntos puros sdo aqueles que
sao formados apenas a partir do conjunto vazio e sem “urelemen-
tos”, isto é, objetos que nao sao, eles proprios, conjuntos.

O seguinte poderia ser considerado um sistema de axiomas
para uma teoria dos conjuntos puros:

dx-dyyex
VxVy(Vz(z ex o z€y) > x=y)
VxVy3dzVu(uezeo (u=xVu=y))
VxAyVz(z ey Ju(z € uhuex))



mais todas as sentencas da forma

JxVy (y € x & A(y))

O primeiro axioma diz que ha um conjunto sem elementos (isto
é, 0 existe); o segundo diz que conjuntos sdo extensionais; o
terceiro que, para quaisquer conjuntos X e Y, o conjunto {X,Y}
existe; o quarto que, para qualquer conjunto X, o conjunto UX
existe, onde UX € a unido de todos os elementos de X.

As sentencas mencionadas por tltimo sdo chamadas coletiva-
mente de esquema de compreensdo ingénuo. Ele essencialmente diz
que, para todo A(x), o conjunto {x : A(x)} existe—entao, a pri-
meira vista, um axioma verdadeiro, util e talvez até necessario. E
chamado de “ingénuo” porque, como se vé, ele torna esta teoria
insatisfativel: se vocé toma A(y) como —y € y, obtém a sentenca

JxVy(yex e yey)
e esta sentenca nao € satisfeita em nenhuma estrutura.

Exemplo 8.8. Na area da mereologia, a relacdo de parte € uma
relacdo fundamental. Assim como as teorias de conjuntos, ha
teorias de parte que axiomatizam varias concepg¢des (as vezes
conflitantes) dessa relacao.

A linguagem da mereologia contém um tnico simbolo de pre-
dicado de dois lugares P, e P(x,y) “significa” que x € uma parte
de y. Quando temos essa interpretacdo em mente, uma estrutura
para essa linguagem é chamada de estrutura de parte. £ claro que
nem toda estrutura para um tnico predicado de dois lugares re-
almente merecera esse nome. Para ter uma chance de capturar
“parte”, PM deve satisfazer algumas condigdes, que podemos es-
tabelecer como axiomas para uma teoria de parte. Por exemplo,
a parte é uma ordem parcial sobre objetos: todo objeto é uma
parte (ainda que uma parte imprdpria) de si mesmo; dois objetos
diferentes nao podem ser partes um do outro; uma parte de uma
parte de um objeto é, ela propria, parte daquele objeto. Note



que, nesse sentido, “é uma parte de” se assemelha a “é um sub-
conjunto de”, mas nao se assemelha a “é um elemento de”, que
nio é nem reflexiva nem transitiva.

Vx P(x,x)

VaVy ((P(x,9) A P(y,x)) = x =)
VxVyVz ((P(x,9) A P(y,2)) = P(x,2))

Além disso, quaisquer dois objetos tém uma soma mereol6gica
(um objeto que tem esses dois objetos como partes, e é minimal
nesse aspecto).

VxVy3zVu (P(z,u) & (P(x,u) A P(y,u)))

Estes sdo apenas alguns dos principios basicos de parte conside-
rados pelos metafisicos. Principios adicionais, no entanto, rapi-
damente se tornam dificeis de formular ou escrever sem primeiro
introduzir algumas relacdes definidas. Por exemplo, a maioria
dos metafisicos interessados em mereologia também considera o
seguinte como um principio valido: sempre que um objeto x tem
uma parte prépria y, ele também tem uma parte z que nao tem
partes em comum com ), e tal que a fusdo de y e z é x.

8.4 Expressando Rela¢bes em uma
Estrutura

Um uso principal que se pode dar as férmulas é expressar propri-
edades e relacoes em uma estrutura M em termos dos primitivos
dalinguagem & de M. Com isso queremos dizer o seguinte: o do-
minio de M é um conjunto de objetos. Os simbolos de constante,
simbolos de funcao e predicados sdo interpretados em M por al-
guns objetos em |[M]|, funcdes sobre |M|, e relagdes sobre |M]|.
Por exemplo, se A2 estd em £, entdo M atribui a ele uma re-

- oM _ . g
lagio R = Af) . Entao a férmula Aé( Vi, Ve) expressa exatamente



essa rela¢ao, no seguinte sentido: se uma atribuicao de variaveis s
mapeia v; para a € [M| e vy para b € [M|, entao

Rab sse M,stA%(vl,VZ).

Note que temos que envolver atribui¢des de variaveis aqui: nao
podemos simplesmente dizer “Rab sse M = A2(a,b)” porque a
e b nao siao simbolos da nossa linguagem: eles sdo elementos
de |[M]|.

Como nao temos apenas férmulas atdmicas, mas podemos
combina-las usando os conectivos l6gicos e os quantificadores,
formulas mais complexas podem definir outras relacées que nao
estdo diretamente embutidas em M. Estamos interessados em
como fazer isso e, especificamente, quais relacées podemos defi-
nir em uma estrutura.

Definicao 8.9. Seja A(v1,...,Vv,) uma férmula de & na qual ape-

nas Vi,..., V, ocorrem livres, e seja M uma estrutura para £.
A(wvi,. .., V) expressa a relagio R C [M|" sse

Ray...a, sse M,skA(w,...,V,)
para qualquer atribuicdo de variaveis s com s(v;) = a; (i =
1,...,n).

Exemplo 8.10. No modelo padrao da aritmética N, a férmula
vi < VgV v; = vy expressa a relacio < sobre N. A férmula
Vo = V| expressa a relagdo sucessora, isto é, a relacdo R C N2
onde Rnm vale se m € o sucessor de n. A férmula v; = v, expressa
arelacao predecessora. As férmulas vz (v3 # 0AVy = (Vi +13)) €
Jvs (v1+v3") = vg ambas expressam a relagdo <. Isso significa que
o simbolo de predicado < é, na verdade, supérfluo na linguagem

da aritmética; ele pode ser definido.

Essa ideia ndo é interessante apenas em estruturas especifi-
cas, mas geralmente sempre que usamos uma linguagem para
descrever um modelo ou modelos pretendidos, isto é, quando



consideramos teorias. Essas teorias frequentemente contém ape-
nas alguns predicados como simbolos basicos, mas no dominio
que elas sdo usadas para descrever muitas outras relagdes fre-
quentemente desempenham um papel importante. Se essas ou-
tras relacdes podem ser sistematicamente expressas pelas rela-
¢oes que interpretam os predicados basicos da linguagem, nos
dizemos que podemos defini-las na linguagem.

8.5 A Teoria dos Conjuntos

Quase toda a matematica pode ser desenvolvida na teoria dos
conjuntos. Desenvolver a matematica nessa teoria envolve uma
série de coisas. Primeiro, requer um conjunto de axiomas para
a relacdo €. Varios sistemas de axiomas diferentes foram desen-
volvidos, as vezes com propriedades conflitantes de €. O sis-
tema de axiomas conhecido como ZFC, a teoria dos conjuntos
de Zermelo—Fraenkel com o axioma da escolha, destaca-se: é
de longe o mais amplamente usado e estudado, porque acontece
que seus axiomas bastam para provar quase todas as coisas que
os matematicos esperam ser capazes de provar. Mas antes que
isso possa ser estabelecido, é primeiro necessario deixar claro
como podemos sequer expressar todas as coisas que os matema-
ticos gostariam de expressar. Para comecar, a linguagem nao
contém simbolos de constante nem simbolos de fung¢do, entdao
parece, a primeira vista, pouco claro que possamos falar sobre
conjuntos particulares (como 0 ou N), falar sobre operacdes so-
bre conjuntos (como X UY e ¢(X)), muito menos outras constru-
coes que envolvem coisas diferentes de conjuntos, como relagoes
e funcGes.

Para comecar, “é um elemento de” nio € a tinica relacao na
qual estamos interessados: “é um subconjunto de” parece quase
tao importante. Mas nos podemos definir “é um subconjunto
de” em termos de “é¢ um elemento de”. Para fazer isso, temos
que encontrar uma féormula 4(x,y) na linguagem da teoria dos

I3

conjuntos que é satisfeita por um par de conjuntos (X,Y) sse



X C Y. Mas X é um subconjunto de Y exatamente quando
todos os elementos de X sdo também elementos de Y. Entdo
podemos definir C pela féormula

Vz(zex—>z€y)

Agora, sempre que quisermos usar a relacdo C em uma férmula,
nos poderiamos, em vez disso, usar aquela férmula (com x e
y adequadamente substituidos, e a variavel ligada z renomeada
se necessario). Por exemplo, a extensionalidade dos conjuntos
significa que se quaisquer conjuntos x e y estdo contidos um no
outro, entdo x e y devem ser o mesmo conjunto. Isso pode ser
expresso por Vx Vy ((x € yAy C x) = x = y), ou, se substituirmos
C pela defini¢ao acima, por

VaVy((Vz(zex—>z€y) AVz(z€y > 2€x) 5 x=9).

Este ¢, de fato, um dos axiomas de ZFC, o “axioma da extensi-
onalidade”.

Nao ha simbolo de constante para (), mas podemos expres-
sar “x é vazio” por -3y y € x. Entdo “0 existe” torna-se a sen-
tenca Jx ~dyy € x. Este é outro axioma de ZFC. (Note que o
axioma da extensionalidade implica que ha apenas um conjunto
vazio.) Sempre que quisermos falar sobre () na linguagem da teo-
ria dos conjuntos, nds escreveriamos isso como “ha um conjunto
que é vazio e ...” Como exemplo, para expressar o fato de que
0 é um subconjunto de todo conjunto, poderiamos escrever

Jx (-Fyyex AVzx C 2)

onde, é claro, x C z teria, por sua vez, que ser substituido por
sua definicdo.

Para falar sobre operagdes sobre conjuntos, como X UY e
9(X), nos temos que usar um truque semelhante. Nao ha sim-
bolos de func¢do na linguagem da teoria dos conjuntos, mas po-
demos expressar as relacgdes funcionais X UY =Z e p(X) =Y



por

Vu((uexVucy) oucz)
Vu(u Cx e ucy)

ja que os elementos de X U Y sdo exatamente os conjuntos que
sao ou elementos de X ou elementos de Y, e os elementos de
9(X) sdo exatamente os subconjuntos de X. No entanto, isso
nao nos permite usar x U y ou p(x) como se fossem termos: s
podemos usar as formulas inteiras que definem as relagdes X U
Y =Z e p(X) =Y. De fato, nao sabemos que essas rela¢des sao
alguma vez satisfeitas, isto €, nao sabemos que uniGes e conjuntos
poténcia sempre existem. Por exemplo, a sentenca Vx 3y p(x) =y
é outro axioma de ZFC (o axioma do conjunto poténcia).

E quanto a falar de pares ordenados ou func¢des? Aqui te-
mos que explicar como podemos pensar em pares ordenados e
funcbes como tipos especiais de conjuntos. Uma maneira de de-
finir o par ordenado (x,y) € como o conjunto {{x},{x,y}}. Mas,
como antes, ndo podemos introduzir um simbolo de funcdo que
nomeie esse conjunto; s6 podemos definir a relacdo (x,y) = z,

isto &, {{x},{x,9}} = =
Vu(uezeo (Vo(veueov=x)VVo(veue (v=xVo=y))))

Isso diz que os elementos u de z sdo exatamente aqueles conjun-
tos que ou tém x como seu Unico elemento ou tém x e y como
seus unicos elementos (em outras palavras, aqueles conjuntos que
sdo ou idénticos a {x} ou idénticos a {x,y}). Uma vez que temos
isso, podemos dizer outras coisas, por exemplo, que X XY = Z:

Vz(zeZeoTxTy(xe X AyeY A(x,9) =2))

Uma fungdo f: X — Y pode ser pensada como a relagao
f(x) =y, isto é, como o conjunto de pares {(x,y) : f(x) = y}.
Né6s podemos entdo dizer que um conjunto f é uma funcdo de
X em Y se (a) é uma relacdo € X X Y, (b) é total, isto é, para
todo x € X ha algum y € Y tal que (x,y) € f e (c) é funcional,



isto é, sempre que (x,y),(x,y’) € f, y =" (porque os valores de
funcoes devem ser tnicos). Entao “f é uma fun¢do de X em Y”
pode ser escrito como:

Vu(ue f—-IxTy(xe X AyeY A{x,y) =u)) A
Vx (x € X = (Jy (y € Y Amapeia(f,x,7)) A
(VyVy’ ((mapeia(f,x,y) A mapeia(f,x,5)) =y =y")))

onde mapeia(f,x,y) abrevia Jv (v € f A (x,y) = v) (esta férmula
expressa “f(x) = 7).

Agora também nao é dificil expressar que f: X — Y é inje-
tora, por exemplo:

[ X oY AVaVx (xeXAx € X A
3y (mapeia(f,x,y) A mapeia(f,x",y))) — x = x’)

Uma fungdo f: X — Y é injetora sse, sempre que f mapeia
x,x' € X para um unico y, x = x’. Se abreviarmos esta férmula
como inj(f,X,Y), ja estamos em posicao de afirmar na lingua-
gem da teoria dos conjuntos algo tao nao trivial quanto o teorema
de Cantor: nao ha funcéo injetora de p(X) em X:

VX VY (9(X) = ¥ — -3f inj(f.Y.X))

Poderiamos pensar que a teoria dos conjuntos requer outro
axioma que garanta a existéncia de um conjunto para toda pro-
priedade definidora. Se A(x) é uma férmula da teoria dos con-
juntos com a variavel x livre, podemos considerar a sentenca

JyVx (x € y & A(x)).

Esta sentenca afirma que ha um conjunto y cujos elementos sao
todos e somente aqueles x que satisfazem A(x). Este esquema é
chamado de “principio da compreensao”. Parece muito util; infe-
lizmente é inconsistente. Tome A4(x) = —x € x, entdo o principio
da compreensao afirma

yVx(x €y o x ¢ x),



isto ¢, afirma a existéncia de um conjunto de todos os conjuntos
que nao sao elementos de si mesmos. Nenhum tal conjunto pode
existir—este é o Paradoxo de Russell. ZFC, de fato, contém
uma versao restrita—e consistente—deste principio, o principio
da separacao:

Vz3yVx (x €y & (x € 2 A A(x)).

8.6 Expressando o Tamanho de Estruturas

Ha algumas propriedades de estruturas que podemos expressar
mesmo sem usar os simbolos nao légicos de uma linguagem. Por
exemplo, ha sentencas que sdo verdadeiras em uma estrutura
se, e somente se, o dominio da estrutura tem pelo menos, no
maximo ou exatamente um certo nimero z de elementos.

Proposicdo 8.11. 4 sentenca
Asy, = 3Jxy dxg ... Fxy,

(X1 # X9 AX1 FX3AXLFE XL N ANXL# Xy A
X9 F X3 N X9 F X4 N+ NXoF Xy N

Xp—1 F Xy)

¢ verdadeira em uma estrutura M se, e somente se, |M| contém pelo
menos n elementos. Consequentemente, M = —As .1 Se, e somente se,
M| contém no mdximo n elementos.



Proposicao 8.12. 4 sentenca

A—p = 3xq Axg ... 3x,
(X1 FX9 AX] FXIAXLF XL A AX]F Xy A
X9 FX3INXQ F X4 N NXg F X N\

Xp—1 F Xy N\
Vy()):xlv...Vy:x”))

¢ verdadeira em uma estrutura M se, e somente se, M| contém exata-
mente n elementos.

Proposicao 8.13. Uma estrutura ¢ infinita se, ¢ somente se, ¢ um
modelo de
{Azl’AZZ,AZE},. 0o }

Nao ha uma unica sentenca puramente légica que seja verda-
deira em M se, e somente se, [M| € infinito. No entanto, pode-se
dar sentencas com predicados nao légicos que s6 tém modelos
infinitos (embora nem toda estrutura infinita seja modelo delas).
A propriedade de ser uma estrutura finita e a propriedade de
ser uma estrutura incontavel nem sequer podem ser expressas
com um conjunto infinito de sentencas. Estes fatos seguem dos
teoremas da compacidade e de Lowenheim—Skolem.

Resumo

Os conjuntos de sentencas, em certo sentido, descrevem as estru-
turas nas quais sdo conjuntamente verdadeiras; essas estruturas
sdo seus modelos. Reciprocamente, se come¢amos com uma
estrutura ou um conjunto de estruturas, podemos estar interes-
sados no conjunto de sentencas das quais elas sao modelos; esta
é a teoria da estrutura ou do conjunto de estruturas. Qualquer



conjunto desse tipo de sentencas tem a propriedade de que toda
sentenca que é consequéncia delas ja estd no conjunto; elas sao
fechadas. De modo mais geral, chamamos um conjunto I" de
teoria se ele é fechado sob consequéncia, e dizemos que I é axi-
omatizado por 4 se I' consiste em todas as sentencas que sdo
consequéncia de 4.

A matematica fornece muitos exemplos de teorias, por exem-
plo, as teorias das ordens lineares, dos grupos, ou teorias da arit-
meética, por exemplo, a teoria axiomatizada pelos axiomas de Pe-
ano. Mas ha muitos exemplos de teorias importantes em outras
disciplinas também, por exemplo, os bancos de dados relacio-
nais podem ser pensados como teorias, e a metafisica ocupa-se
de teorias da relagdo parte-todo, que podem ser axiomatizadas.

Uma questdo significativa ao montar uma teoria para estudo
é se sua linguagem é expressiva o bastante para nos permitir for-
mular tudo o que queremos que a teoria trate, e outra € se ela é
forte o bastante para provar o que queremos que ela prove. Para
expressar uma relacdo, precisamos de uma férmula com o nu-
mero necessario de variaveis livres. Na teoria dos conjuntos,
temos apenas € como simbolo de relagdo, mas ele nos permite
expressar x C y usando Vu (# € x—u € y). A teoria dos conjun-
tos de Zermelo-Fraenkel ZFC, de fato, ¢é forte o bastante tanto
para expressar (quase) toda afirmacdo matematica quanto para
(quase) provar todo teorema matematico usando um punhado de
axiomas e uma cadeia de defini¢des cada vez mais complicadas,
como a de C.

Problemas

Problema 8.1. Encontre formulas em £4 que definam as seguin-
tes relacdes:

1. n estad entre i e j;

2. n divide m exatamente (isto é, m é um multiplo de n);



3. n € um numero primo (isto é, nenhum ntimero além de 1 e
n divide n exatamente).

Problema 8.2. Suponha que a férmula A(v1, ) expressa a re-
lagio R C M | em uma estrutura M. Encontre férmulas que
expressem as seguintes relagdes:

1. ainversa R~! de R;
2. o produto relativo R | R;

Vocé consegue encontrar uma maneira de expressar R*, o fecho
transitivo de R?

Problema 8.3. Seja & alinguagem contendo apenas um simbolo
de predicado de 2 lugares < (sem outros simbolos de constante,
simbolos de funcao ou predicados— exceto, é claro, =). Seja N
a estrutura tal que [N| = N, e <N = {(n,m) : n < m}. Prove o
seguinte:

1. {0} é definivel em N
2. {1} €é definivel em Nj
3. {2} é definivel em N;
para cada n € N, o conjunto {n} é definivel em N;;

todo subconjunto finito de [N| é definivel em N;

ISAE AT

todo subconjunto cofinito de |N| é definivel em N (onde
X C N € cofinito sse N\ X é finito).

Problema 8.4. Mostre que o principio da compreensao é incon-
sistente dando uma deriva¢do que mostre

IyVx(x ey xéx)F L.

Pode ajudar mostrar primeiro (4 — —A4) A (-4 — A) + L.



CAPITULO 9

9.1 Introdugdo

As légicas comumente tém tanto uma semantica quanto um sis-
tema de derivagdo. A semaintica trata de conceitos como ver-
dade, satisfatibilidade, validade e consequéncia. O propoésito dos
sistemas de derivacao é fornecer um método puramente sintatico
de estabelecer consequéncia e validade. Eles sio puramente sin-
taticos no sentido de que uma derivacdo em tal sistema é um
objeto sintatico finito, geralmente uma sequéncia (ou outra dis-
posicao finita) de sentencas ou férmulas. Bons sistemas de deri-
vacao tém a propriedade de que qualquer sequéncia ou disposi-
cao dada de sentencas ou formulas pode ser verificada mecani-
camente como “correta”.

Os sistemas de derivagao mais simples (e historicamente os
primeiros) para a légica de primeira ordem foram axiomdticos.
Uma sequéncia de férmulas conta como uma derivacao em tal sis-
tema se cada formula individual nela é ou esta entre um conjunto
fixo de “axiomas” ou segue de férmulas anteriores na sequén-
cia por uma entre um namero fixo de “regras de inferéncia”—e
pode ser verificado mecanicamente se uma formula é um axioma
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e se segue corretamente de outras formulas por uma das regras
de inferéncia. Sistemas de derivacdo axiomaéticos sdo faceis de
descrever—e também faceis de tratar meta-teoricamente—mas as
derivacdes neles sao dificeis de ler e entender, e também dificeis
de produzir.

Outros sistemas de derivacdo foram desenvolvidos com o ob-
jetivo de facilitar a construgao de derivacoes ou facilitar a com-
preensio de derivacdes uma vez completas. Exemplos sdo a de-
ducio natural, arvores de verdade, também conhecidas como
provas por tableaux, e o calculo de sequentes. Alguns sistemas
de derivagdo sdo projetados especialmente com a mecanizagao
em mente; por exemplo, o método da resolucdo é facil de im-
plementar em software (mas suas derivac¢oes sao essencialmente
impossiveis de entender). A maioria desses outros sistemas de
derivacao representa derivagoes como arvores de formulas em
vez de sequéncias. Isso facilita ver quais partes de uma deriva-
cao dependem de quais outras partes.

Assim, para uma dada légica, como a légica de primeira or-
dem, os diferentes sistemas de derivacdo dardo diferentes expli-
cacdes do que significa uma sentenca ser um Zeorema e o que signi-
fica uma sentenca ser derivavel a partir de outras. Seja como for
feito isso (via deriva¢bes axiomaticas, dedugdes naturais, deriva-
coes de sequentes, arvores de verdade, refutacdes por resolucao),
queremos que essas relacdes correspondam as nogdes semanticas
de validade e consequéncia. Escrevamos 4 para “4 é um te-
orema” e “I' + A” para “4 é derivavel de I'.” Seja como for -
definido, queremos que corresponda a k, isto é:

1. + A se, e somente se, F A
2. I'+ A se, e somente se, [ F A

A direcao “somente se” acima é chamada de corre¢go. Um sistema
de derivacdo é correto se a derivabilidade garante consequéncia
(ou validade). Todo sistema de derivacdo decente tem que ser
correto; sistemas de derivacao incorretos nao sao tuteis de modo
algum. Afinal, o propésito inteiro de uma derivacao é fornecer



uma garantia sintatica de validade ou consequéncia. Provaremos
a correcao para os sistemas de deriva¢iao que apresentamos.

A direcao conversa “se” também é importante: € chamada de
completude. Um sistema de derivagao completo é forte o suficiente
para mostrar que 4 é um teorema sempre que 4 é valida, e que
I’ + A sempre que I" £ A. A completude é mais dificil de estabele-
cer, e algumas légicas nao tém sistemas de derivacdo completos.
A légica de primeira ordem tem. Kurt Godel foi o primeiro a
provar a completude para um sistema de deriva¢do da légica de
primeira ordem em sua dissertacdo de 1929.

Outro conceito ligado aos sistemas de derivacao é o de con-
sisténcia. Um conjunto de sentencas é chamado inconsistente se
qualquer coisa pode ser derivada dele, e consistente caso con-
trario. A inconsisténcia € a contrapartida sintatica da insatisfati-
bilidade: como conjuntos insatisfativeis, conjuntos inconsistentes
de sentencas nido fazem boas teorias; sdo defeituosos de maneira
fundamental. Conjuntos consistentes de sentencas podem nao
ser verdadeiros ou tteis, mas pelo menos passam esse limiar mi-
nimo de utilidade l6gica. Para diferentes sistemas de derivacao,
a definicao especifica de consisténcia de conjuntos de sentencas
pode diferir, mas como F, queremos que a consisténcia coincida
com sua contrapartida semantica, a satisfatibilidade. Queremos
que seja sempre o caso que /I’ é consistente se, e somente se, é
satisfativel. Aqui, a direcdo “somente se” corresponde a com-
pletude (consisténcia garante satisfatibilidade), e a direcao “se”
corresponde a corregao (satisfatibilidade garante consisténcia).
De fato, para a légica classica de primeira ordem, as duas ver-
soes de correcao e completude sdo equivalentes.

9.2 O Cilculo de Sequentes

Enquanto muitos sistemas de deriva¢cdo operam com disposi¢oes
de sentencas, o calculo de sequentes opera com sequentes. Um
sequente é uma expressdo da forma

Al,...,Am =>Bl,...,Bm,



isto é, um par de sequéncias de sentencas, separadas pelo sim-
bolo de sequente =. Qualquer uma das sequéncias pode ser
vazia. Uma derivag¢do no calculo de sequentes é uma arvore de
sequentes, em que os sequentes mais altos sdo de uma forma
especial (sdo chamados de “sequentes iniciais” ou “axiomas”
e todo outro sequente segue dos sequentes imediatamente acima
dele por uma das regras de inferéncia. As regras de inferéncia ou
manipulam as sentencas nos sequentes (adicionando, removendo
ou rearranjando-as a esquerda ou a direita), ou introduzem uma
formula complexa na conclusdo da regra. Por exemplo, a regra
AL permite a inferéncia de 4,I" = A para AANB,I' = 4,ea =R
permite a inferéncia de 4,I" = A,B para I’ = 4,4 — B, para
quaisquer I, 4, A e B. (Em particular, I" e 4 podem ser vazios.)

A relacdo + baseada no calculo de sequentes é definida da
seguinte forma: I + 4 se, e somente se, hd alguma sequéncia
I tal que toda 4 em [ estd em I" e ha uma derivacdo com o
sequente /) = A em sua raiz. 4 é um teorema no calculo de
sequentes se o sequente = 4 tem uma derivacdo. Por exemplo,
aqui estd uma deriva¢dao que mostra que + (4 A B) — A:

A= A
ANB = 4 "
— (ANB) > 4

—R

Um conjunto I ¢ inconsistente no calculo de sequentes se ha
uma derivacdo de /) = (em que toda 4 € Iy estaem [ e o
lado direito do sequente é vazio). Usando a regra WR, qualquer
sentenca pode ser derivada a partir de um conjunto inconsistente.

O calculo de sequentes foi inventado na década de 1930 por
Gerhard Gentzen. Por causa de seu desenho sistematico e simé-
trico, é um formalismo muito 1til para desenvolver uma teoria de
derivacoes. E relativamente facil encontrar deriva¢des no calculo
de sequentes, mas essas derivacdes sao frequentemente dificeis
de ler e sua conexdo com provas as vezes nao é facil de ver. Pro-
vou ser uma abordagem muito elegante a sistemas de derivacao,
no entanto, e muitas logicas tém sistemas de calculo de sequen-
tes.



9.3 Deducao Natural

A dedugao natural é um sistema de deriva¢do destinado a espe-
lhar o raciocinio real (especialmente o tipo de raciocinio regimen-
tado empregado por matematicos). O raciocinio real procede
por varios padrdes “naturais”. Por exemplo, a prova por casos
nos permite estabelecer uma conclusio com base em uma pre-
missa disjuntiva, estabelecendo que a conclusido segue de qual-
quer um dos disjuntos. A prova indireta nos permite estabelecer
uma conclusao mostrando que sua negacio leva a uma contradi-
cdo. A prova condicional estabelece uma afirmacao condicional
“se ...entdo ...” mostrando que o consequente segue do an-
tecedente. A deducdo natural é uma formalizacdo de algumas
dessas inferéncias naturais. Cada um dos conectivos logicos e
quantificadores vem com duas regras, uma de introdu¢ido e uma
de eliminacao, e cada uma corresponde a um desses padroes de
inferéncia natural. Por exemplo, —Intro corresponde a prova
condicional, e VElim a prova por casos. Uma regra particular-
mente simples é AElim, que permite a inferéncia de A A B para 4
(ou B).

Uma caracteristica que distingue a deducao natural de outros
sistemas de derivacdo € o uso de hipdteses. Uma derivagdo em
deducao natural € uma arvore de férmulas. Uma tinica férmula
fica na raiz da arvore de formulas, e as “folhas” da arvore siao
formulas das quais a conclusdo é derivada. Na dedu¢dao natu-
ral, algumas férmulas folha desempenham um papel dentro da
derivacdao, mas sdo “consumidas” quando a derivagdo atinge a
conclusdo. Isso corresponde a pratica, no raciocinio real, de in-
troduzir hipéteses que s6 permanecem em vigor por um curto
periodo. Por exemplo, em uma prova por casos, assumimos a
verdade de cada um dos disjuntos; na prova condicional, assumi-
mos a verdade do antecedente; na prova indireta, assumimos a
verdade da negacao da conclusao. Essa maneira de introduzir hi-
poteses hipotéticas e depois descarta-las a servigco de estabelecer
um passo intermediario é uma marca da deducado natural. As for-
mulas nas folhas de uma derivacdo em deducio natural sdo cha-
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madas de hipéteses, e algumas das regras de inferéncia podem
descarrega-las. Por exemplo, se temos uma derivagiao de B a par-
tir de algumas hipéteses que incluem 4, entdo a regra —Intro nos
permite inferir A — B e descartar qualquer hipotese da forma A.
(Para acompanhar quais hipé6teses sdo descartadas em quais in-
feréncias, rotulamos a inferéncia e as hipoteses que ela descarta
com um nimero.) As hipéteses que permanecem nao descarrega-
das no final da derivagdo sdo, juntas, suficientes para a verdade
da conclusdo, de modo que uma derivacao estabelece que suas
hipéteses ndo descarregadas implicam sua conclusao.

A relagao I' + A baseada na dedugdo natural vale se, e so-
mente se, hd uma derivacdo em que A4 é a ultima sentenca na
arvore, e toda folha que esta nao descarregada esta em I'. 4 é
um teorema na deduc¢do natural se, e somente se, ha uma de-
rivacdo em que A4 é a ultima sentenca e todas as hipéteses sao
descarregadas. Por exemplo, aqui estd uma derivacdo que mostra
que + (AN B) — A:

[4 A B]!
1#
(ANB)— A

AElim
—Intro

O rotulo 1 indica que a hipotese 4 A B é descarregada na infe-
réncia —Intro.

Um conjunto I" é inconsistente se, e somente se, I + L na
deducao natural. A regra 1, faz com que, a partir de um conjunto
inconsistente, qualquer sentenca possa ser derivada.

Sistemas de deducdo natural foram desenvolvidos por
Gerhard Gentzen e Stanislaw Jaskowski na década de 1930, e
depois por Dag Prawitz e Frederic Fitch. Porque suas inferéncias
espelham métodos naturais de prova, é favorecida por fil6sofos.
As versoes desenvolvidas por Fitch sdo frequentemente usadas
em livros introdutérios de légica. Na filosofia da ldgica, as re-
gras da deducdo natural as vezes foram tomadas como dando
os significados dos operadores logicos (“semantica da Teoria da
Prova”).



9.4 Tableaux

Enquanto muitos sistemas de deriva¢do operam com disposi-
coes de sentencas, os tableaux operam com férmulas assinadas.
Uma férmula assinada é um par consistindo em um sinal de valor
de verdade (T ou F) e uma sentenca

TAouFA.

Um tableau consiste em férmulas assinadas dispostas em uma ar-
vore ramificada para baixo. Comeca com varias hipdteses e conti-
nua com férmulas assinadas que resultam de uma das férmulas
assinadas acima dela pela aplicacdao de uma das regras de infe-
réncia. Cada regra nos permite adicionar uma ou mais férmulas
assinadas ao final de um ramo, ou duas férmulas assinadas lado
a lado—neste caso um ramo se divide em dois, com as duas for-
mulas assinadas adicionadas formando os finais dos dois ramos.

Uma regra aplicada a uma férmula assinada complexa resulta
na adicao de férmulas assinadas que sao sub-férmulas imediatas.
Elas vém em pares, uma regra para cada um dos dois sinais.
Por exemplo, a regra AT se aplica a T A A B, e permite a adicao
tanto das duas formulas assinadas T 4 quanto de T B ao final de
qualquer ramo que contém T 4 A B, e a regra A A BF permite
que um ramo seja dividido adicionando F 4 e F B lado a lado.
Um tableau é fechado se cada um de seus ramos contém um par
correspondente de férmulas assinadas T A4 e F 4.

A relacdo + baseada em tableaux é definida da seguinte
forma: I' + A se, e somente se, ha algum conjunto finito Iy =
{Bi,...,B,} € I tal que ha um tableau fechado para as hipote-
ses

{FATB,...,TB,}

Por exemplo, aqui estd um tableau fechado que mostra que r
(AANB) — A4:



1. F(AAB)— A Hipétese
2. TAAB —F1
3. FA —F1
4. TA —T2
5. TB —T2
®

Um conjunto I” é inconsistente no calculo de tableau se ha
um tableau fechado para hipéteses

(TB,...,TB,}

para algum B; € I'.

Os Tableaux foram inventados na década de 1950 indepen-
dentemente por Evert Beth e Jaakko Hintikka, e simplificados e
popularizados por Raymond Smullyan. Sao muito faceis de usar,
pois construir um tableau é um procedimento muito sistematico.
Por causa da natureza sistematica dos tableaux, eles também se
prestam a implementa¢ido por computador. No entanto, um ta-
bleau é frequentemente dificil de ler e sua conexdo com provas
as vezes nao € facil de ver. A abordagem também é bastante
geral, e muitas l6gicas diferentes tém sistemas de tableau. Os
Tableaux também nos ajudam a encontrar estruturas que satisfa-
zem sentencas (ou conjuntos de sentencas) dadas: se o conjunto
é satisfativel, ele ndo tera um tableau fechado, isto é, qualquer
tableau tera um ramo aberto. A estrutura satisfatéria pode ser
“lida” de um ramo aberto, desde que toda regra que seja possivel
aplicar tenha sido aplicada naquele ramo. H4 também uma co-
nexao muito estreita com o calculo de sequentes: essencialmente,
um tableau fechado é uma derivacdo condensada no calculo de
sequentes, escrita de cabeca para baixo.

9.5 Deduc¢dao Axiomatica

As derivacoes axiomaticas sdo os sistemas de derivagao légicos
mais antigos e mais simples. Suas derivacdes sdo simplesmente



sequéncias de sentencas. Uma sequéncia de sentencas conta
como uma derivagao correta se toda sentenca 4 nela satisfaz uma
das seguintes condigoes:

1. A é um axioma, ou
2. A é um elemento de um dado conjunto /" de sentengas, ou
3. A é justificada por uma regra de inferéncia.

Para ser um axioma, 4 tem que ter a forma de um entre varios
esquemas fixos de sentenca. H4 muitos conjuntos de esquemas
de axiomas que fornecem um sistema de derivagao satisfatorio
(correto e completo) para a légica de primeira ordem. Alguns
sao organizados de acordo com os conectivos que governam, por
exemplo, os esquemas

A— (B— A) B— (BVC() (BAC)—> B

sdo axiomas comuns que governam —, V e A. Alguns sistemas
de axiomas visam um nimero minimo de axiomas. Dependendo
dos conectivos tomados como primitivos, é até possivel encontrar
sistemas de axiomas que consistem em um unico axioma.

Uma regra de inferéncia ¢ uma afirmacao condicional que da
uma condicdo suficiente para que uma sentenca em uma deriva-
c¢do seja justificada. O modus ponens é uma regra muito comum
desse tipo: diz que se A e A— B ja estdo justificados, entdo B esta
justificado. Isso significa que uma linha em uma derivacdo que
contém a sentenca B esta justificada, desde que tanto 4 quanto
A — B (para alguma sentenca 4) aparecam na derivacdo antes
de B.

A relacao + baseada em derivacdes axiomaticas é definida da
seguinte forma: I" + A4 se, e somente se, ha uma deriva¢do com
a sentenca 4 como sua ultima férmula (e I" é tomado como o
conjunto de sentencas nessa derivacao que sao justificadas por (2)
acima). 4 é um teorema se 4 tem uma derivacdo em que I” é
vazio, isto é, toda sentenca na derivacao é justificada por (1)
ou (3). Por exemplo, aqui estd uma derivacdo que mostra que
FA— (B— (BVA):



1. B— (BVA)
2. (B> (BVA)—(A— (B— (BVA)))
3. A— (B— (BVA)

A sentenca na linha 1 tem a forma do axioma 4—(A4V B) (com os
papéis de 4 e B invertidos). A sentenca na linha 2 tem a forma do
axioma 4 — (B — A). Assim, ambas as linhas estao justificadas.
A linha 3 é justificada por modus ponens: se a abreviarmos como
D, entao a linha 2 tem a forma C — D, onde C é B — (B V A),
isto é, a linha 1.

Um conjunto I" é inconsistente se I' + L. Um sistema de
axiomas completo também provara que L — A4 para qualquer 4,
e assim, se /" é inconsistente, entdo I" + 4 para qualquer 4.

Sistemas de derivacdes axiomaticas para logica foram dados
pela primeira vez por Gottlob Frege em sua Begriffsschrift de 1879,
que por essa razio é frequentemente considerada a primeira obra
da logica moderna. Foram aperfeicoados em Principia Mathema-
tica de Alfred North Whitehead e Bertrand Russell e por David
Hilbert e seus alunos na década de 1920. Sao assim frequente-
mente chamados de “sistemas de Frege” ou “sistemas de Hilbert”.
Sao muito versateis no sentido de que é frequentemente facil en-
contrar um sistema axiomatico para uma légica. Porque as deri-
vagdes tém uma estrutura muito simples e apenas uma ou duas
regras de inferéncia, também é relativamente facil provar coisas
sobre eles. No entanto, sdo muito dificeis de usar na pratica, isto
é, é dificil encontrar e escrever provas.



CAPITULO 10

10.1 Regras e Derivagoes

Para o que segue, sejam I, 4,11, A representando sequéncias fini-
tas de sentencas.

Defini¢dao 10.1 (Sequente). Um sequente é uma expressio da
forma
=4

em que /" e 4 sdo sequéncias finitas (possivelmente vazias) de
sentencas da linguagem &£. I" é chamado de antecedente, enquanto
A4 é o sucedente.

A ideia intuitiva por tras de um sequente é: se todas as sen-
tencas no antecedente valem, entdo ao menos uma das sentencas
no sucedente vale. Isto €, se I' = (A1,...,Ay) e 4 = (B1,...,B,),
entio I’ = A4 vale se, e somente se,

(Ay AN NAp) > (B1V---VB,)

vale. Ha dois casos especiais: quando I" é vazio e quando 4 é
vazio. Quando I” é vazio, isto é, m =0, = 4 vale se, e somente
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se, By V---V B, vale. Quando 4 € vazio, isto é, n = 0, [ =
vale se, e somente se, =(A4; A --- A 4y) vale. Dizemos que um
sequente € valido se, e somente se, a sentenca correspondente é
valida.

Se I' é uma sequéncia de sentencas, escrevemos [, 4 para
o resultado de acrescentar A a extremidade direita de I" (e A4,I"
para o resultado de acrescentar 4 a extremidade esquerda de I').
Se A também ¢é uma sequéncia de sentencas, entdo /,4 é a con-
catenacao das duas sequéncias.

Definicdao 10.2 (Sequente Inicial). Um sequente inicial é um se-
quente de uma das seguintes formas:

1. A= A
2. 1 =

para qualquer sentenca 4 na linguagem.

Derivacoes no calculo de sequentes sdo certas arvores de se-
quentes, em que os sequentes no topo sao sequentes iniciais e,
se um sequente estd abaixo de um ou dois outros sequentes, ele
deve seguir corretamente por uma regra de inferéncia. As regras
para LK dividem-se em dois tipos principais: regras ldgicas e re-
gras estruturais. As regras logicas recebem o nome do operador
principal da sentenca que contém A e/ou B no sequente inferior.
Cada uma vem em duas versdes, uma para inferir um sequente
com a sentenca que contém o operador a esquerda, e uma com
a sentenca a direita.

10.2 Regras Proposicionais
Regras para -

I = 4,4 L AT = 4 R
AT = 4 I = A,-4 '




Regras para A

AT = 4 AL
ANB, I = 4 I =44 T = A,B R
B, = I = 4,ANB A
ANBT = 4 M
Regras para Vv
I = 4,4
VR
AT = 4 B,F:>AvL I' = 4,AV B
AVB,I = 4 I = 4,B
r=a4ve 'R
Regras para —
r=44 BI=A _ AT = A,B R
ASBTI = 44 I'= 4,A->B
10.3 Regras de Quantificadores
Regras para v
A(t), I = 4 VL I' = 4,A4(a) VR
Vx A(x), = 4 I' = 4A,¥YxA(x)

Em VL, ¢ é um termo fechado (isto é, um termo sem varia-
veis). Em VR, a é um simbolo de constante que ndo pode ocorrer
em lugar algum do sequente inferior da regra YR. Chamamos a
de varidvel pripria da inferéncia VR."

"Usamos o termo “variavel prépria” embora a na regra acima seja um sim-
bolo de constante. Isso tem razdes historicas.



Regras para 3

A(a), I = 4 aL I' = 4,A(¢) IR
Ax A(x), = 4 I' = 4,3x A(x)

Novamente, ¢ € um termo fechado, e 2 € um simbolo de cons-
tante que nao ocorre no sequente inferior da regra L. Chama-
mos a de varidvel prépria da inferéncia 3L.

A condicao de que uma variavel prépria ndo ocorra no se-
quente inferior da inferéncia VR ou 3L é chamada de condi¢do de
varidvel propria.

Lembre-se da convencdao de que, quando 4 é uma férmula
com a variavel x livre, indicamos isso escrevendo A(x). No
mesmo contexto, A(¢) é entdo uma abreviacdo de A[f/x]. As-
sim, poderiamos também escrever a regra IR como:

I = 4,A[t/x]
I' = A4,3x A

3R

Note que ¢ pode ji ocorrer em A, por exemplo, 4 poderia
ser P(¢,x). Assim, inferir I' = 4,3x P(¢,x) de I’ = A4,P(t,¢)
é uma aplicacdo correta de IJR—pode-se “substituir” uma ou
mais, e ndo necessariamente todas, as ocorréncias de ¢ na pre-
missa pela variavel x ligada. Contudo, as condig¢des de varia-
vel propria em YR e JL exigem que a simbolo de constante a
nao ocorra em A. Portanto, ndo se pode inferir corretamente
I' = 4,¥Yx P(a,x) de I' = 4,P(a,a) usando VR.

Em 3R e VL ndo ha restricbes sobre o termo ¢. Por outro
lado, nas regras JL e VR, a condicdo de variavel prépria exige
que a simbolo de constante @ ndo ocorra em lugar algum fora
de A(a) no sequente superior. Isso é necessario para garantir
que o sistema seja correto, isto é, que s6 deriva sequentes que
sejam validos. Sem essa condi¢do, o seguinte seria permitido:

A(a) = A(a) *3L, A(a) = A(a) AR
dx A(x) = A(a) A(a) = Vx A(x)

dx A(x) = YxA(x) VR dx A(x) = VxA(x)




Contudo, 3x A(x) = Vx A(x) nao é valido.

10.4 Regras Estruturais

Precisamos também de algumas regras que nos permitam reor-
ganizar sentencas nos lados esquerdo e direito de um sequente.
Como as regras logicas exigem que as sentenc¢as na premissa so-
bre as quais a regra atua estejam ou na extremidade esquerda ou
na extremidade direita, precisamos de uma regra de “troca” que
nos permita mover sentencas para a posicao correta. As vezes
também € importante poder combinar duas sentencas idénticas
em uma s6, e acrescentar uma sentenca em qualquer um dos
lados.

Enfraquecimento

T WL AT WR
Contragao

ETEY ey
Troca

v = aEAn R

Uma série de inferéncias de enfraquecimento, contragiao e
troca serd frequentemente indicada por linhas de inferéncia du-
plas.

A regra a seguir, chamada de “corte”, ndao é estritamente
necessaria, mas torna muito mais facil reutilizar e combinar de-
rivacoes.



I = 4,4 Al = A
il = 4,A

Corte

10.5 Derivacoes

Ja dissemos como é um sequente inicial e demos as regras de in-
feréncia. Derivacdes no calculo de sequentes sdo geradas induti-
vamente a partir disso: cada derivagdo ou é um sequente inicial
por si s6, ou consiste em uma ou duas deriva¢des seguidas de
uma inferéncia.

Definic¢ao 10.3 (LK-derivagdao). Uma LK-derivacao de um se-
quente §' é uma arvore finita de sequentes que satisfaz as seguin-
tes condicoes:

1. Os sequentes no topo da arvore sdo sequentes iniciais.
2. O sequente na base da arvore é .

3. Todo sequente na arvore exceto § € uma premissa de uma
aplicacdo correta de uma regra de inferéncia cuja conclusao
esta diretamente abaixo daquele sequente na arvore.

Dizemos entdo que S é o sequente final da derivacdo e que § é
derivdvel em LK (ou LK-derivavel).

Exemplo 10.4. Todo sequente inicial, por exemplo, C = C, é
uma derivacdo. Podemos obter uma nova derivac¢ao a partir disso
aplicando, digamos, a regra WL,

I = 4

AT = 4 WL

A regra, contudo, deve ser geral: podemos substituir o 4 na re-
gra por qualquer sentenca, por exemplo, também por D. Se a



premissa corresponde ao nosso sequente inicial C = C, isso sig-
nifica que tanto /" quanto 4 sdo apenas C, e a conclusdo seria
entdo D,C = C. Assim, o seguinte é uma derivacao:

Cc =>C

D,C = C WL

Podemos agora aplicar outra regra, digamos XL, que nos permite
trocar duas sentencas a esquerda. Assim, o seguinte também é
uma derivagao correta:

Cc = C
D.C = C
C.D=~C

WL
XL

Nesta aplicagao da regra, que foi dada como

IA,B,Il = 4
I'B,AIl = 4,

XL

tanto I" quanto // eram vazios, 4 é C, e os papéis de 4 e B sao
desempenhados por D e C, respectivamente. De modo muito
semelhante, vemos também que

D = D

C,D =D WL

€ uma derivagdo. Agora podemos pegar essas duas derivagoes e
combina-las usando AR. Aquela regra era

I = 4,4 I = 4,B
I' = A4, ANB

AR

No nosso caso, as premissas devem corresponder aos ultimos
sequentes das derivagdes que terminam nas premissas. Isso sig-
nifica que I" é C,D, 4 é vazio, A é C e B é D. Assim, a conclusao,
se a inferéncia for correta, é C,D = C A D.

C > C
DC=C V" pop .
C.D=~C C.D =D

AR

C,D = CAD



E claro que também podemos inverter as premissas; entdo A4 seria
D e B seria C.

C =C
D=D D,c=>c¥LL
C,D =D C,D = C R
CD=DANC A

10.6 Exemplos de Derivagoes

Exemplo 10.5. Dé uma LK-derivacio para o sequente AA B =
A.

Comecamos escrevendo o sequente final desejado na base da
derivacao.

ANB = A

Em seguida, precisamos descobrir que tipo de inferéncia poderia
ter um sequente inferior dessa forma. Poderia ser uma regra
estrutural, mas é uma boa ideia comecar procurando uma regra
logica. O unico conectivo légico que ocorre no sequente inferior
é A, entdo procuramos uma regra de A e, como o simbolo A
ocorre no antecedente, estamos diante da regra AL.

ANB = 4 b

Ha duas op¢des para o que poderia ter sido o sequente superior
da inferéncia AL: poderiamos ter um sequente superior 4 = 4
ou B = A. Claramente, A = A4 é um sequente inicial (o que é

bom), enquanto B = 4 nao é derivavel em geral. Preenchemos
0 sequente superior:

A= A

ANB = 4 L

Agora temos uma LK-derivacao correta do sequente AAB = A.



Exemplo 10.6. Dé uma LK-derivagdo para o sequente =4 V
B=A4—-B.

Comece escrevendo o sequente final desejado na base da de-
rivacao.

-AVB > A— B

Para encontrar uma regra logica que pudesse nos dar esse se-
quente final, olhamos para os conectivos l6gicos no sequente fi-
nal: =, V e —. No momento, s6 nos importam V e —, porque sao
operadores principais de sentencas no sequente final, enquanto
- esta dentro do escopo de outro conectivo, de modo que cui-
daremos dele depois. Nossas op¢des de regras logicas para a
inferéncia final sao, portanto, a regra VL e a regra —R. Poderi-
amos escolher qualquer uma das regras, na verdade, mas vamos
escolher a regra =R (quando nao fosse por outro motivo, por-
que ela nos permite adiar a divisdo em dois ramos). De acordo
com a forma das inferéncias —R que podem produzir o sequente
inferior, isto deve ser assim:

A,-AvVB = B
-AVB = A— B

—-R

Se movermos —A4 V B para a parte externa do antecedente,
podemos aplicar a regra VL. De acordo com o esquema, isto
deve se dividir em dois sequentes superiores como segue:

-A4,A = B B, A= B
-AVB,A= B
A,—-AvVB = B XR

-AVB = A— B

VL

—R

Lembre-se de que estamos tentando subir até sequentes iniciais;
parece que estamos bem perto! O ramo direito esta a apenas
um enfraquecimento e uma troca de um sequente inicial, e entao
estara pronto:



B = B

A,B = B

-A4,A = B B.A = B
-AVB,A = B
A,-AVB = B
-AVB = A— B

WL
XL
VL

XR
—-R

Agora, olhando para o ramo esquerdo, o tinico conectivo 16-
gico em qualquer sentenca é o simbolo — nas sentencas do ante-
cedente, entdo estamos diante de uma instancia da regra —L.

B = B

A = B,A A,B = B
AAd=>B Y BA=3B
-AVB,A = B
A,~AVB = B

-AVB = A— B

WL
XL
VL

XR
—R

De modo semelhante a como finalizamos o ramo direito, estamos
a apenas um enfraquecimento e uma troca de finalizar também
este ramo esquerdo.

A= A
A:A,Bgflj B = B
A = B, A L A,B = B
-A4,A = B B,A = B
-AVB,A = B
A,—|AVB:>BXR

-AVB > A— B

WL
XL
VL

—R

Exemplo 10.7. Dé uma LK-derivacdao do sequente -4V -B =
-(A A B)

Usando as técnicas acima, comecamos escrevendo o sequente
final desejado na base.

-AV -B = —(AAB)

Os conectivos principais disponiveis das sentengas no sequente
final sdo o simbolo V e o simbolo —. Funcionaria aplicar aqui



ou a regra VL ou a regra —R, mas comecamos com a regra —-R
porque ela evita, por ora, a divisdo em dois ramos:

ANB,-AV -B = R
-AV =B = —=(A A B) -

Agora temos a escolha de olhar para a regra AL ou a regra VL.
Vejamos o que acontece quando aplicamos a regra AL: temos
a escolha de comecar com o sequente 4,-4V B = ou com
o sequente B,—-AV B = . Como a derivacdo é simétrica em
relacdo a 4 e B, vamos com o primeiro:

4-Av-B=
ANB,mAV -B = A R
-AV-B = =(AAB)

Continuando a preencher a derivagdo, vemos que esbarramos
em um problema:

?
A= A A= B~
-A4,4 = -L -B, A = VEL
-AV -B,A = XL

A,—-AV -B =
AL

ANB,-AV -B =
-AV-B = —=(AAB)

R

O topo do ramo direito ndo pode ser reduzido mais, e ele nao
pode ser levado, por meio de inferéncias estruturais, a um se-
quente inicial, entdo este ndo é o caminho certo a tomar. Assim,
claramente, foi um erro aplicar a regra AL acima. Voltando ao
que tinhamos antes e executando a regra VL em vez disso, obte-
mos

-A,ANB = -BANB =
-AV-B,ANB =
ANB,-AV -B = XL

-AV =B = —(AAB) B

VL

R



Completando cada ramo como fizemos antes, obtemos

A= A B = B
AAB:>AML“ AAB:BML“
-A,ANB = —-B,ANB = V;

-AV-B,ANB =
AANB,-AV -B = XL R
~AV-B = —=(AAB)

(Poderiamos ter executado as regras de A mais abaixo do que as
regras de — nesses passos e ainda assim obtido uma derivacao
correta).

Exemplo 10.8. Até agora ndo usamos a regra de contragao, mas
as vezes ela é necessaria. Eis um exemplo em que isso acontece.
Suponha que queiramos provar = A4V —4. Aplicar VR de tras
para frente nos daria uma destas duas derivacoes:

. A:i R
= A = -4
= Av-4 VR — Av-a 'R

Nenhuma destas, é claro, termina em um sequente inicial. O
truque é perceber que a regra de contra¢ao nos permite combinar
duas copias de uma sentenca em uma s6—e quando estamos
buscando uma prova, isto é, indo de baixo para cima, podemos
manter uma cépia de A V -4 na premissa, por exemplo,

= AV A4 r
= AV -A.Av A éR
= AV -4

Agora podemos aplicar VR uma segunda vez, e também ob-
ter =4, o que leva a uma derivacdo completa.



A= A

= A4,-4 “R

= AA4Av-a 'R

= AV 4,4

= Avddv-a 'R
= AV -4 CR

10.7 Derivac¢oes com Quantificadores

Exemplo 10.9. Dé uma LK-derivacdao do sequente 3x =A4(x) =
-V A(x).

Ao lidar com quantificadores, temos de cuidar para nao vi-
olar a condi¢do de variavel propria, e as vezes isso exige que
brinquemos com a ordem de execucdo de certas inferéncias. Em
geral, ajuda tentar cuidar primeiro das regras sujeitas a condicao
de variavel propria (elas ficardo mais abaixo na prova finalizada).
Além disso, é uma boa ideia tentar olhar adiante e adivinhar
como o sequente inicial poderia ser. No nosso caso, ele tera de
ser algo como A(a) = A(a). Isso significa que, ao “reverter” as
regras de quantificador, teremos de escolher o mesmo termo—
que chamaremos de a—tanto para a regra V quanto para a regra
3. Se escolhéssemos termos diferentes para cada regra, acabari-
amos com algo como A(a) = A(b), que, é claro, nao é derivavel.

Comegando como de costume, escrevemos

Ax -A(x) = —Vx A(x)

Poderiamos executar a regra 3L ou a regra -R. Como a regra
3L esta sujeita a condi¢do de variavel propria, é uma boa ideia
cuidar dela mais cedo do que mais tarde, entdo faremos essa
primeiro.

-A(a) = —VxA(x)
dx —A(x) = ~VxA(x)

dL

Aplicando as regras =L e =R de tras para frente, obtemos



Vx A(x) = A(a)
-A(a),Yx A(x) = L
Vad(x).—A(a) = ¢

“A(a) = —Vxd(x) ;E
dx-A(x) = —VxA(x)

z

Neste ponto, nossa Unica opc¢ao é executar a regra VL. Como
essa regra nao esta sujeita a restricio de variavel propria, esta-
mos livres. Lembre-se, queremos tentar obter um sequente inicial
(da forma A(a) = A(a)), entao devemos escolher a como nosso
argumento para 4 ao aplicarmos a regra.

A(a) = A(a)
Vad(x) = A(a) "¢
“A(a) Vx A(x) = L
Vx A(x),—A(a) = R
-A(a) = —VxA(x) _
dx -A(x) = —Vx A(x)

XL

E importante, especialmente ao lidar com quantificadores, verifi-
car com cuidado neste ponto que a condi¢ao de variavel propria
nao foi violada. Como a tnica regra que aplicamos sujeita a con-
di¢ao de variavel propria foi 3L, e a variavel propria a nao ocorre
em seu sequente inferior (o sequente final), esta € uma derivacao
correta.

10.8 Nocdes da Teoria da Prova

Assim como definimos uma série de nogdes semanticas importan-
tes (validade, consequéncia, satisfatibilidade), definimos agora
as nogoes da teoria da prova correspondentes. Elas nao sdao defini-
das por apelo a satisfacdo de sentencas em estruturas, mas por
apelo a derivabilidade ou a nao derivabilidade de certos sequen-
tes. Foi uma descoberta importante que essas no¢oes coincidem.
Que elas coincidem é o conteido dos teoremas da corregdo e da
completude.



Defini¢dao 10.10 (Teoremas). Uma sentenca 4 € um teorema se
ha uma derivacdo em LK do sequente = A. Escrevemos + 4
se A é um teorema e ¥ A se nao é.

Defini¢dao 10.11 (Derivabilidade). Uma sentenca A4 é derivdvel
de um conjunto de sentencas I', I" A, se, e somente se, ha
um subconjunto finito Iy C I" e uma sequéncia /] das sentengas
em [y tal que LK deriva I = 4. Se 4 nido é derivavel de I,
escrevemos [ ¥ 4.

Por causa das regras de contracdo, enfraquecimento e troca,
a ordem e o ntimero de sentencas em /{; ndo importam: se um
sequente /|| = A é derivéavel, entdo também o é I = A4 para
qualquer 7'’ que contenha as mesmas sentencas que /). Por
exemplo, se Iy = {B,(C}, entdo tanto I'] = (B,B,C) quanto [}/ =
(C,C, B) sao sequéncias que contém apenas as sentenc¢as em /.
Se um sequente contendo uma delas é derivavel, o outro também
é, por exemplo:

B,B,.C = 4
B,C = 4
C,B= A4

C,C.B=> A

CL
XL
WL

De agora em diante, diremos que, se I € um conjunto finito de
sentencas, entdo /() = A é qualquer sequente em que o antece-
dente é uma sequéncia de sentencas em /[y, e incluiremos tacita-
mente contragdes, trocas e enfraquecimentos se necessario.

Defini¢dao 10.12 (Consisténcia). Um conjunto de sentencas I
é inconsistente se, e somente se, ha um subconjunto finito /) € I
tal que LK deriva Iy, = . Se I' ndo é inconsistente, isto &, se



para todo Iy C I finito, LK nao deriva [y = , dizemos que é
consistente.

Proposicao 10.13 (Reflexividade). Se 4 € I', entao I + A.

Prova. O sequente inicial A = A4 é derivavel, e {4} C I". O

Proposigdao 10.14 (Monotonicidade). Se " C 4 ¢ + A, entdo
A A.

Prova. Suponha I' +- A, isto €, hd um Iy C I finito tal que Iy = 4
é derivavel. Como I C 4, entdo /() também é um subconjunto
finito de 4. A derivagdo de Iy = 4 mostra, assim, também que
A+ A o

Proposi¢dao 10.15 (Transitividade). Se I" + 4 ¢ {A} U 4 + B,
entdol" U A+ B.

Prova. Se I' + A, ha um Iy C I finito e uma derivagdo my de
Iy = A. Se {A} U 4 + B, entdo, para algum subconjunto finito
4o € 4, ha uma derivacdo mr; de 4,49 = B. Considere a seguinte
derivacao:

5770 57T1
Iy,=>A A4y = B o
F(),Ao = B orte
Como IyUdy C I'U 4, isso mostra " U 4 + B. O

Note que isso significa, em particular, que se '+ 4 e A+ B,
entdo I' + B. Segue-se também que se A1,...,4, -+ Be I + A;
para cada i, entdo I' + B.



Proposigdao 10.16. I ¢ inconsistente se, ¢ somente se, I’ + A para
toda sentenca A.

Prova. Exercicio. |

Proposi¢dao 10.17 (Compacidade). 1. Sel v A, entdo hd um
subconjunto finito I'y C I tal que I'y + A.

2. Se todo subconjunto finito de I' ¢ consistente, entdo I’ ¢ consis-
tente.

Prova. 1. Se I' + 4, entdo ha um subconjunto finito /) C I tal
que o sequente /) = 4 tem uma derivacdo. Consequente-
mente, [ + A.

2. Se I' é inconsistente, ha um subconjunto finito Iy C I tal
que LK deriva Iy = . Mas entdo Iy é um subconjunto
finito de I" que é inconsistente. |

10.9 Derivabilidade e Consisténcia

Estabeleceremos agora uma série de propriedades da relagao de
derivabilidade. Elas sao interessantes por si mesmas, mas cada
uma tera um papel na prova do teorema da completude.

Proposicdao 10.18. Se I' + A e I' U {A} ¢ inconsistente, entdo I' ¢
inconsistente.

Prova. Ha I'y e 1 C I finitos tais que LK deriva Iy = 4 e
A, In = . Seja mgp a LK-derivacdo de Iy = 4 e m; a LK-
derivacdo de ['1,4A = . Podemos entdo derivar

5770 57T1

Ih=4 Al =

ToT1 = Corte




Como Iy CI' el1 CI,IyUIl7 CI;portanto, I' é inconsis-
tente. =

Proposicao 10.19. I + A4 se, e somente se, I’ U {—~A} ¢ inconsistente.

Prova. Primeiro, suponha I" + 4, isto é, ha uma derivagao mp de
I' = A. Acrescentando uma regra —L, obtemos uma derivacao
de —A,I' = ,isto é, I' U {—=A4} é inconsistente.

Se I'U{—A4} é inconsistente, ha uma derivag¢io 71 de —=4," =
. O seguinte é uma derivacdo de I' = 4:

E7T1
A=A R :
ﬁA,—!A ﬂA,Fﬁ Cort
I = A orte O

Proposigdo 10.20. Sel'+ A e—A €T, entdo I é inconsistente.

Prova. Suponha I' + A e -4 € I'. Entdo ha uma derivacao «
de um sequente /) = A. O sequente —4,/) = também é
derivavel:

;ﬂ A=A L
Iy = A A,—|A =
Corte

Fo,—|A =

Como -4 € I' e Iy C I', isso mostra que I” é inconsistente. O

Proposigao 10.21. Se"U{A4} ¢eI" U{—A4} sdo ambos inconsistentes,
entdo I" € inconsistente.

Prova. Ha conjuntos finitos [y € I" e I'7 € I' e LK-derivagoes

moeny de A, Iy = e -A4,]7 = , respectivamente. Podemos
entao derivar



5770
. :71'1
A,F() =
FO = -4 ~R —|A,F1 =
FO,F1 =

Corte

ComolyCI'el; CI,I Ul CTI. Portanto, I’ é inconsistente.O

10.10 Derivabilidade e os Conectivos
Proposicionais

Estabelecemos que a relacdo de derivabilidade  do calculo de
sequentes é forte o suficiente para estabelecer alguns fatos basicos
envolvendo os conectivos proposicionais, tais como AAB+ A e
A,A— B+ B (modus ponens). Esses fatos sao necessarios para
a prova do teorema da completude.

Proposigdo 10.22. 1. Tanto AN B+ A quanto AN B + B.

2. A, B+ ANB.
Prova. 1. Ambos os sequentes ANB = Ae ANB = B sao
derivaveis:
A=A B = B
ANB = 4 b AnB = B "

2. Eis uma deriva¢ao do sequente 4,8 = A A B:

A=A B = B
4B = ArB R 0

Proposi¢ao 10.23. 7. AV B,—A,—B ¢ inconsistente.

2. Tanto A+ AV B quanto B+ AV B.

Prova. 1. Damos uma derivagao do sequente AVB,-4,-B =:



A= A B =B
—|A,A = L -B,B = -L
A,—|A,—|B = B,—|A,—|B =

AV B,-A4,-B =

VL

(Lembre-se de que linhas de inferéncia duplas indicam va-
rias inferéncias de enfraquecimento, contracao e troca.)

2. Ambos os sequentes 4 = AVB e B = AV B tém derivagdes:

A= A B = B
4= Ave 'R B— v 'R o

Proposigdo 10.24. 7. A,A— B+ B.

2. Tanto —~A+ A — B quanto B+ A — B.
Prova. 1. O sequente A — B,4 = B é derivavel:

A= A B = B

A>BA =B -

2. Ambos os sequentes -4 = 4 —- B e B = A — B sao

derivaveis:
A:>A_|L
-4,4 =
A-4 = L B = B
A,ﬂA:BWR R A,B:BWL R
A—>A—>B B—>A—>B @

10.11 Derivabilidade e os Quantificadores

O teorema da completude também exige que as regras do cal-
culo de sequentes produzam os fatos sobre  estabelecidos nesta
secao.



Teorema 10.25. Se ¢ ¢ uma constante que ndo ocorre em I ou A(x)
el + A(c), entao I’ + Vx A(x).

Prova. Seja mp uma LK-derivacao de Iy = A(c¢) para algum
Iy C I finito. Acrescentando uma inferéncia VR, obtemos
uma derivacao de Iy = Vx A(x), ja que ¢ ndo ocorre em /" ou
A(x) e, assim, a condi¢do de variavel propria é satisfeita. O

Proposigio 10.26. 7. A(t) F Ix A(x).
2. Vx A(x) - A(2).
Prova. 1. O sequente A(¢t) = Ix A(x) é derivavel:

A(t) = A1)

A1) = 3xd(x) R

2. O sequente Vx A(x) = A(¢) é derivavel:

A(t) = A1)
Vad(x) = A(t) "¢ o

10.12 Correcao

Um sistema de derivacao, tal como o calculo de sequentes, é cor-
reto se nao pode derivar coisas que de fato ndo valem. A correc¢ao
é, assim, uma espécie de propriedade de seguranca garantida
para sistemas de derivacdo. Dependendo de qual propriedade
da teoria da prova esta em questdo, gostariamos de saber, por
exemplo, que

1. todo A4 derivavel é valido;

2. se uma sentenca é derivavel de algumas outras, ela também
é consequéncia delas;



3. se um conjunto de sentencas é inconsistente, ele é insatis-
fativel.

Essas sao propriedades importantes de um sistema de derivagao.
Se alguma delas nao vale, o sistema de deriva¢ao é deficiente—
ele deriva demais. Consequentemente, estabelecer a corre¢ao de
um sistema de derivacdo é da maxima importancia.

Como todas essas propriedades da teoria da prova sao defini-
das via derivabilidade no céalculo de sequentes de certos sequen-
tes, provar (1)—(3) acima requer provar algo sobre as proprieda-
des semanticas dos sequentes derivaveis. Primeiro definiremos o
que significa um sequente ser vdlido, e entdo mostraremos que
todo sequente derivavel é valido. (1)—(3) seguem-se entdo como
corolarios desse resultado.

Defini¢do 10.27. Uma estrutura M satisfaz um sequente I’ = 4
se, e somente se, ou M ¥ 4 para algum 4 € I' ou M ¢ A4 para
algum 4 € 4.

Um sequente é vdlido se, e somente se, toda estrutura M o
satisfaz.

Teorema 10.28 (Corregao). SeLK deriva® = =, entdo® = =
¢ vdlido.

Prova. Seja m uma derivacao de ® = =. Procedemos por indu-
¢ao sobre o namero de inferéncias n em 7.

Se o numero de inferéncias é 0, entdo 7 consiste apenas em
um sequente inicial. Todo sequente inicial 4 = A4 é obviamente
valido, pois para toda M, ou M ¥ A ou M k A.

Se o numero de inferéncias é maior que o, distinguimos casos
de acordo com o tipo da inferéncia mais inferior. Pela hipétese de
indu¢do, podemos supor que as premissas dessa inferéncia sao
validas, ja que o nimero de inferéncias na derivacao de qualquer
premissa é menor que 7.

Primeiro, consideramos as inferéncias possiveis com apenas
uma premissa.



1. A udltima inferéncia é um enfraquecimento. Entdo @ = =
é A,I' = 4 (se a ultima inferéncia ¢ WL) ou I" = 4,4 (se
€ WR), e a derivacido termina em uma de

r = A r = A
A,F:AWL I' = 4,4

Pela hipétese de indugdo, I = 4 é valido, isto é, para toda
estrutura M, ou ha algum C € I" tal que M ¥ C ou ha
algum C € 4 tal que M & C.

Se M ¢ C para algum C € I, entdo C € O também, ja
que @ = A,I', e assim M ¥ C para algum C € @. Analoga-
mente, se M £ C para algum C € 4, como C € &, M C
para algum C € Z. Consequentemente, ® = = é valido.

2. A ultima inferéncia é —L: Entdo a premissa da tltima in-
feréncia é I' = 4,4 e a conclusao é —A,I' = 4, isto €, a
derivagdo termina em

I = A4

—AT = A ~L

e O = ~A,I" enquanto = = 4.

A hipétese de inducdo nos diz que I = 4,4 é valido, isto é,
para toda M, ou (a) para algum C € I', M ¥ C, ou (b) para
algum C € 4, M £ C, ou (c) M £ A. Queremos mostrar que
0 = Z também ¢é valido. Seja M uma estrutura. Se (a)
vale, entdo ha C € I' tal que M ¥ C, mas C € @ também.
Se (b) vale, ha C € 4 tal que M £ C, mas C € 5 também.
Por fim, se M E A, entaio M £ -A. Como -4 € ©,ha C € O

tal que M # C. Consequentemente, & = = é valido.



3. A ultima inferéncia é —=R: Exercicio.

4. A ultima inferéncia é AL: Ha duas variantes: AAB pode ser
inferido a esquerda a partir de 4 ou de B no lado esquerdo
da premissa. No primeiro caso, 7 termina em

AT = 4
ANB, [ = 4

AL

e ® = AAB,I' enquanto = = 4. Considere uma estru-
tura M. Como, pela hipétese de inducdo, 4,I" = 4 é va-
lido, (a) M ¥ A4, (b) M ¥ C paraalgum C € I',ou (c) M C
para algum C € 4. No caso (a), M ¥ AAB, entaoha C € 0
(a saber, 4 A B) tal que M ¥ C. No caso (b), ha C € I' tal
que M g C, e C € @ também. No caso (c), ha C € 4 tal que
MEC, e C € 5 também, ja que & = 4. Assim, em cada
caso, M satisfaz A A B, = A. Como M era arbitrario,
I' = 4 é valido. O caso em que 4 A B ¢ inferido a partir
de B é tratado da mesma forma, mudando 4 para B.

5. A ultima inferéncia é VR: Ha duas variantes: 4 V B pode
ser inferido a direita a partir de 4 ou de B no lado direito
da premissa. No primeiro caso, 7 termina em

I = A4
I' = A4, AV B

VR

Agora @ =1 e 5 = 4,4V B. Considere uma estrutura M.
Como I' = 4,4 é valido, (a) M £ A4, (b) M ¥ C para
algum C € I', ou (c) M k£ C para algum C € 4. No caso
(@), M £ AV B. No caso (b), ha C € I" tal que M ¥ C.
No caso (c), ha C € 4 tal que M £ C. Assim, em cada



caso, M satisfaz I’ = 4,AV B, isto é, ® = &Z. Como M
era arbitrario, ® = % € valido. O caso em que 4V B ¢
inferido a partir de B é tratado da mesma forma, mudando

A para B.

. A ultima inferéncia é —R: Entao 7 termina em

AT = AB
I > A 4A—B

—R

Novamente, a hipotese de inducdo diz que a premissa é
valida; queremos mostrar que a conclusiao também ¢é valida.
Seja M arbitrario. Como 4,I" = A4,B é valido, ao menos
um dos seguintes casos ocorre: (a) M ¥ 4, (b) M E B, (c)
M ¢ C para algum C € I', ou (d) M £ C para algum
C € 4. Nos casos (a) e (b), M F A — B e assim ha um
C € 4,A— B tal que M £ C. No caso (c), para algum
Cel'yM ¥ C. No caso (d), para algum C € 4, M & C.
Em cada caso, M satisfaz ' = 4,4 — B. Como M era
arbitrario, I’ = 4,4 — B é valido.

. A ultima inferéncia é VL: Entao ha uma formula 4A(x) e um
termo fechado ¢ tais que 7 termina em

A(t), I = A
Vx A(x), [ = 4

VL

Queremos mostrar que a conclusdo Vx A(x),I” = 4 é
valida. Considere uma estrutura M. Como a premissa
A(t),I’ = 4 é valida, (a) M ¥ A(¢), (b) M ¥ C para al-
gum C € I', ou (c) M £ C para algum C € 4. No caso
(a), por Proposicao 7.31, se M £ Vx A(x), entao M £ A(t).



Como M ¢ A(t), M ¥ Vx A(x) . Nos casos (b) e (¢c), M
também satisfaz Vx A(x),I" = 4. Como M era arbitrario,
Vx A(x),I’ = A4 é valido.

. A ultima inferéncia é 3R: Exercicio.

. A ultima inferéncia ¢ YR: Entdo ha uma formula A(x) e
um simbolo de constante a tais que 7 termina em

r= A,A(a)
I' = 4,Yx A(x)

VR

em que a condicdo de variavel propria é satisfeita, isto é, a
nao ocorre em A(x), I' ou 4. Pela hipotese de inducao, a
premissa da ultima inferéncia é valida. Temos de mostrar
que a conclusdo também é valida, isto é, que para qualquer
estrutura M, (a) M k Vx A(x), (b) M £ C para algum C €
I',ou (c) Mk C para algum C € 4.

Suponha que M seja uma estrutura arbitraria. Se (b) ou
(c) vale, terminamos, entdo suponha que nenhuma vale:
para todo C € I'y M £ C, e para todo C € 4, M ¢ C.
Temos de mostrar que (a) vale, isto é, M £ Vx A(x). Por
Proposi¢ao 7.19, basta mostrar que M,s £ A(x) para toda
atribuicao de variaveis s. Entao seja s uma atribuicao de
variaveis arbitraria. Considere a estrutura M’ que é exata-
mente como M exceto que a™’ = 5(x). Por Corolario 7.21,
para qualquer C € I'y M’ ¢ C ja que a ndo ocorre em [,
e para qualquer C € 4, M’ ¥ C. Mas a premissa é valida,
entdao M’ £ A(a). Por Proposicao 7.18, M’,s £ A(a), ja que
A(a) é uma sentenca. Agora s ~, s com s(x) = Valjxw(a),
ja que definimos M’ exatamente desse modo. Assim Propo-
sicao 7.23 se aplica, e obtemos M’,s £ A(x). Como a nao
ocorre em A(x), por Proposicao 7.20, M,s £ A(x). Como



s era arbitrario, completamos a prova de que M,s & A(x)
para toda atribuicao de variaveis.

10. A ultima inferéncia é 3L: Exercicio.
Agora consideremos as inferéncias possiveis com duas premissas.

1. A ultima inferéncia é um corte: entdo 7 termina em

I = A4 AIl = A

T = A.A Corte

Seja M uma estrutura. Pela hipétese de inducao, as pre-
missas sdo validas, entdo M satisfaz ambas as premissas.
Distinguimos dois casos: (a) M ¢ 4 e (b) M £ A. No caso
(a), para que M satisfaca a premissa esquerda, ela deve sa-
tisfazer I' = 4. Mas entdo também satisfaz a conclusao.
No caso (b), para que M satisfaca a premissa direita, ela
deve satisfazer /7 \ A. Novamente, M satisfaz a conclusio.

2. A ultima inferéncia é AR. Entdo 7 termina em

I =44 T = AB
I' = 4,ANB

AR

Considere uma estrutura M. Se M satisfaz I’ = 4, termi-
namos. Entdo suponha que ndo. Como I' = 4,4 é valido
pela hipétese de inducdo, M + A. Analogamente, como
I’ = A4,B é valido, M £ B. Mas entaio M £ A A B.

3. A ultima inferéncia é VL: Exercicio.

4. A tdltima inferéncia é —L. Entdo 7 termina em



I => 44 BIl = A
ASBII = 4.A

—L

Novamente, considere uma estrutura M e suponha que M
nao satisfaca I',// = 4,A. Temos de mostrar que M ¥
A — B. Se M nio satisfaz I',]1 = 4,A, nio satisfaz nem
I' = Anem II = A. Como I' = 4,4 é valido, temos
M e A. Como B,II = A é valido, temos M ¥ B. Mas
entio M ¥ A — B, que é o que queriamos mostrar. O

Corolario 10.29. Set A4, entdo A é vdlido.

Corolario 10.30. Sel + A, entao I’ k A.

Prova. Se I' + A, entdo, para algum subconjunto finito Iy C I, ha
uma derivagio de Iy = A. Por Teorema 10.28, toda estrutura M
ou torna algum B € [} falso ou torna 4 verdadeiro. Logo, se
M e I', entdo também M E A. O

Corolario 10.31. Se " ¢ satisfativel, entdo ¢ consistente.

Prova. Provamos a contrapositiva. Suponha que /" nao seja con-
sistente. Entdo ha um Iy € I finito e uma derivagiao de Iy =

Por Teorema 10.28, Iy = € valido. Em outras palavras, para
toda estrutura M, ha C € Iy tal que M # C, e como [ C I, esse
C também estad em I'. Assim, nenhuma M satisfaz I", e I" ndo é
satisfativel. O

10.13 Derivacoes com Identidade

Derivacoes com identidade requerem sequentes iniciais e regras
de inferéncia adicionais.



Defini¢iao 10.32 (Sequentes iniciais para =). Se ¢ é um termo
fechado, entdo = ¢ = ¢ é um sequente inicial.

As regras para = sao (#; e ¢y sdo termos fechados):

h =1t = 4,A(t) _ th=1t, I = A,A(t)
h=tI = 4,A(L) h=t,I = 4,A4(4)

Exemplo 10.33. Se s e ¢ sdo termos fechados, entdo s = ¢, A4(s) +
A(e):

A(s) = A(s)
s=0,A(s) = A(s) "
s=1,A4(s) = A(t)

Isso pode ser familiar como o principio da substitutibilidade de
idénticos, ou Lei de Leibniz.
LK prova que = é simétrica e transitiva:

lh=1l = =10

= h=h WL o =1l3,t1 =1l = 1 =1 \_NL
h=k=4Hh=t _ o =13,01 =1l = (L =13 XL
h=1t = h==%H Hh=1U,lh=13 = 1 =13

Na derivacdo a esquerda, a formula x = £ é o nosso A(x). A
direita, tomamos A(x) como # = x.

10.14 Correcao com Identidade

Proposigdao 10.34. LK com sequentes iniciais e regras para a identi-
dade ¢ correto.

Prova. Sequentes iniciais da forma = ¢ = ¢ sdo validos, pois
para toda estrutura M, M £ ¢t = t. (Note que supomos que
o termo ¢ seja fechado, isto €, que ndao contenha variaveis, de
modo que atribuicbes de variaveis sdo irrelevantes).



Suponha que a ultima inferéncia em uma derivacao seja =.
Entdo a premissa é ¢ = #,I° = 4,A(t1) e a conclusao é
t1 = to,I" = 4,A(&). Considere uma estrutura M. Precisamos
mostrar que a conclusado € valida, isto é,se M1 =tp e MET,
entdo ou M k C para algum C € 4 ou M £ A().

Pela hipétese de indugdo, a premissa é valida. Isso signi-
fica que, se M £ t = tp e M £ I', entdo ou (a) para algum
Ced Mce C,ou(b) M E A(t1). No caso (a), terminamos.
Considere o caso (b). Seja s uma atribuicdo de variaveis com
s(x) = Val™(#). Por Proposicao 7.18, M,s £ A(#;). Como s ~ s,
por Proposicao 7.23, M,s £ A(x). Como M k t; = ty, temos
ValM (1) = ValM (), e portanto s(x) = ValM (1). Aplicando
Proposicao 7.23 novamente, temos também M,s £ A(fg). Por
Proposicao 7.18, M £ A(ty). O

Resumo

Os sistemas de prova fornecem métodos puramente sintaticos
para caracterizar consequéncia e compatibilidade entre senten-
cas. O calculo de sequentes é um desses sistemas de prova.
Uma derivagdo nele consiste em uma arvore de sequentes (um
sequente I” = 4 consiste em duas sequéncias de formulas sepa-
radas por =). Os sequentes mais ao topo em uma deriva¢ao sao
sequentes iniciais da forma 4 = A. Todos os demais sequen-
tes, para que a derivacdo seja correta, devem ser corretamente
justificados por uma de varias regras de inferéncia. Elas vém
em pares; uma regra para operar no lado esquerdo e no lado
direito de um sequente para cada conectivo e quantificador. Por
exemplo, se um sequente /" = 4,4 — B é justificado pela regra
—R, o sequente precedente (a premissa) deve ser 4,I" = 4,B.
Algumas regras também permitem que a ordem ou o nimero de
senten¢as em um sequente seja manipulado, por exemplo, a regra
XR permite que duas férmulas do lado direito de um sequente
sejam trocadas.



Se ha uma derivacdo do sequente = A, dizemos que 4 é
um teorema e escrevemos + 4. Se ha uma derivagdo de Iy = 4
em que todo B em [ estd em /', dizemos que 4 é derivavel de I
e escrevemos /" - A. Se ha uma derivacdode Iy = em que todo
B em Iy esta em I', dizemos que /" é inconsistente; caso con-
trario, consistente. Essas nog¢oes estao interrelacionadas; por
exemplo, I' + 4 sse I' U {—4} é inconsistente. Elas estao também
relacionadas as noc¢oes semanticas correspondentes; por exem-
plo, se I' + A, entao I' £ A. Essa propriedade dos sistemas de
prova—o que pode ser derivado de I” tem garantia de ser conse-
quéncia de I'—é chamada de corre¢do. O teorema da corre-
¢ao é provado por indugdo sobre o comprimento das derivagoes,
mostrando que cada inferéncia individual preserva a validade do

sequente conclusao, desde que os sequentes premissa sejam vali-
dos.

Problemas

Problema 10.1. Dé derivac¢oes dos seguintes sequentes:
1. AN(BAC) = (AAB)AC.
2. AV(BVC)= (AVv B)VvC.
3 A>(B—->C)=>B—-(4A- ().
4. A= -4
Problema 10.2. Dé derivagdes dos seguintes sequentes:
1. AvB)-C=A4A—-C.
2.  A->C)A(B—-C)=(AVB)—C.
3. = (4 A —4).
4. B—> A= -A4A— —B.

5. = (A—> —|A) — —A.



10.

11.

12.

= —(4— B) — -B.

A— C = —~(4A-C).
AAN-C = =(4- C).

AV B,-B = A.

-AV =B = —(AAB).

= (m4AA-B) > =(4V B).

= —l(A \Y% B) — (—lA A _lB)

Problema 10.3. Dé derivagdes dos seguintes sequentes:

1.

AR A S

-(A— B) = A.

-(AAB) = -AV —-B.

A— B = -AV B.

= =4 - A.

A— B,~A— B = B.
(AANB)y->C=A4—->C)Vv(B—-C0C).

7. (A—> B) > A= A.

*®

= (A—->B)Vv(B—C().

(Todos esses requerem a regra CR.)

Problema 10.4. Dé derivacdes dos seguintes sequentes:

1.
2.
3.
4

= (Vx A(x) AVy B(y)) = Vz (4(z) A B(2)).
= (Ix A(x) vV Iy B(y)) — 3z (A(z) V B(2)).
Vx (A(x) —» B) = 3y A(y) — B.

Vx —A(x) = -3x A(x).



5. = ~3x A(x) = Vx ~A(x).

6. = ~3xVy ((A(x.9) = =4(3.9) A (2 A(y.y) = A(%,9)))-
Problema 10.5. Dé derivagdes dos seguintes sequentes:

1. = =Vx A(x) — Jx -A(x).

2. (VxA(x) —» B) = 3y (A(y) — B).

3. = Jx (A(x) = Vy A(y)).
(Todos esses requerem a regra CR.)

Problema 10.6. Prove Proposicao 10.16

Problema 10.7. Prove que I" + =4 se, e somente se, ' U {4} é
inconsistente.

Problema 10.8. Complete a prova de Teorema 10.28.
Problema 10.9. Dé derivacdes dos seguintes sequentes:
1. > VaVy((x =y AA(x)) = A(y))

2. Ax A(x) AVyVz((A(p) AN A(z)) >y = z) = Tx(4A(x) A
Vy (4(y) =y = %))



CAPITULO 11

11.1  Regras e Derivagoes

Sistemas de dedu¢ao natural pretendem ser um paralelo préximo
do raciocinio informal usado em provas matematicas (dai serem,
de certo modo, “naturais”). Provas em deducao natural comecam
com hipéteses. Em seguida, aplicam-se regras de inferéncia. As
hipéteses sdo “descarregadas” pelas regras de inferéncia —Intro,
—Intro, VElim e JElim, e o rétulo da hipétese descarregada é
colocado ao lado da inferéncia para maior clareza.

Definicao 11.1 (Hipotese). Uma hipitese é qualquer sentenca
na posicdo mais alta de qualquer ramo.

Derivacoes em deducao natural sdo certas arvores de senten-
cas, em que as sentencas no topo sao hipéteses e, se uma sentenca
esta abaixo de um, dois ou trés outros sequentes, ela deve seguir
corretamente por uma regra de inferéncia. As sentencas no topo
da inferéncia sao chamadas de premissas e a sentenca abaixo, de
conclus@o da inferéncia. As regras vém em pares, uma regra de
introducdo e uma de eliminacdo para cada operador. Elas intro-
duzem um operador na conclusdo ou removem um operador de
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uma premissa da regra. Algumas das regras permitem que uma
hipétese de certo tipo seja descarregada. Para indicar qual hipétese
é descarregada por qual inferéncia, também atribuimos rétulos
tanto a hipétese quanto a inferéncia. Isso é indicado escrevendo-
se a hipotese como “[4]".”

E costume considerar regras para todos os operadores A, V,
—, = e 1, mesmo que alguns deles sejam definidos.

11.2 Regras Proposicionais

Regras para A

Y AElim
4B Alntro
AANB AANB
B AElim
Regras para Vv
(41" [B]"
4 VIntro :
AV B
B VIntro AV B C c
AV B n C VElim
Regras para —
[4]"
_ A=B A g,
_ B
"R —Intro

Regras para -



% —Elim
L
" —Intro
Regras para L
[-4]"
1 .
= 1 .
a ! :
L
1

Note que —Intro e L¢ sdo muito semelhantes: a diferenca é
que —Intro deriva uma sentenca negada -4, mas L¢, uma sen-
tenca positiva 4.

Sempre que uma regra indica que alguma hipétese pode ser
descarregada, nés tomamos isso como uma permissao, mas nao
uma exigéncia. Por exemplo, na regra —Intro, podemos descar-
regar qualquer nimero de hipéteses da forma 4 na derivacio da
premissa B, inclusive zero.

11.3 Regras de Quantificadores
Regras para V

A(a) Vx A(x)
Vx Alx) ) VIntro TN @)

VElim

Nas regras para V, ¢ é um termo fechado (um termo que
nio contém nenhuma variavel), e ¢ é um simbolo de constante
que nao ocorre na conclusao Vx A(x), nem em qualquer hipo-
tese que esteja nao descarregada na derivagdo que termina com



a premissa A(a). Chamamos a de varidvel propria da inferéncia
VIntro.*

Regras para 3

[4(a))"

A(2)

T A(x) Jlntro

Jx A(x) C
C

JElim

Novamente, ¢ € um termo fechado, e 2 € um simbolo de cons-
tante que nao ocorre na premissa 3x A(x), na conclusao C, nem
em qualquer hipétese que esteja nao descarregada nas derivagoes
que terminam com as duas premissas (além das hipéteses 4(a)).
Chamamos a de varidvel propria da inferéncia JElim.

A condicao de que uma variavel propria nao ocorra nem nas
premissas nem em qualquer hipé6tese que esteja nao descarregada
nas derivacdes que levam as premissas para a inferéncia VIntro
ou JElim é chamada de condi¢ao de varidvel prépria.

Lembre-se da convencdo de que, quando 4 é uma férmula
com a variavel x livre, indicamos isso escrevendo A(x). No
mesmo contexto, A(¢) é entdo uma abreviacio de A[f/x]. As-
sim, poderiamos também escrever a regra JIntro como:

Alt/x]

W Jlntro

Note que ¢ pode ja ocorrer em A, por exemplo, 4 poderia
ser P(¢,x). Assim, inferir 3x P(¢,x) de P(¢,¢) é uma aplicacao
correta de JIntro—pode-se “substituir” uma ou mais, e nao ne-
cessariamente todas, as ocorréncias de ¢ na premissa pela varia-
vel x ligada. Contudo, as condi¢des de variavel prépria em VIntro
e JElim exigem que a simbolo de constante a ndo ocorra em 4.

'Usamos o termo “variavel propria” embora a na regra acima seja uma
constante. Isso tem razdes historicas.



Portanto, nao se pode inferir corretamente Vx P(a,x) de P(a,a)
usando VIntro.

Em 3FIntro e VElim nao ha restricdes, e o termo ¢ pode ser
qualquer coisa, de modo que ndo temos de nos preocupar com
nenhuma condi¢do. Por outro lado, nas regras JElim e VIntro, a
condi¢ao de variavel prépria exige que a simbolo de constante a
nao ocorra em lugar algum na conclusao nem em uma hipétese
nao descarregada. A condicdo é necessaria para garantir que o
sistema seja correto, isto é, que s6 derivam sentencas de hipoteses
nio descarregadas das quais elas se seguem. Sem essa condicao,
o seguinte seria permitido:

[A(a)]! ot
IxA(x)  VxdA(x) _ O
Vx A(x) FElim

Contudo, 3x A(x) ¥ Vx A(x).

Como as regras de elimina¢io para quantificadores s6 permi-
tem substituir variaveis por termos fechados, segue-se que qual-
quer formula que possa ser derivada de um conjunto de sentencas
€ ela propria uma sentenca.

11.4 Derivacgoes

Ja dissemos o que é uma hipétese e demos as regras de inferén-
cia. Derivacoes em deducdo natural sdo geradas indutivamente a
partir disso: cada derivacdo ou é uma hipétese por si s6, ou con-
siste em uma, duas ou trés derivacoes seguidas de uma inferéncia
correta.

Definigdo 11.2 (Deriva¢ao). Uma deriva¢do de uma sentenga A
a partir de hipéteses I é uma arvore finita de sentencas que sa-
tisfaz as seguintes condicoes:

1. As sentencas no topo da arvore ou estdo em I ou sdo des-
carregadas por uma inferéncia na arvore.



2. A sentenca na base da arvore é A.

3. Toda sentenca na arvore exceto a sentenca A na base é
uma premissa de uma aplicacido correta de uma regra de
inferéncia cuja conclusdo esta diretamente abaixo daquela
sentenca na arvore.

Dizemos entao que 4 é a conclusdo da derivacao e I, suas hipo-
teses nao descarregadas.

Se existe uma derivacdo de 4 a partir de I', dizemos que 4 é
derivdvel a partir de I', ou, em simbolos: I" + A. Se ha uma deri-
vacdo de 4 em que toda hipétese é descarregada, escrevemos 4.

Exemplo 11.3. Toda hipoétese por si s6 é uma derivagao. Assim,
por exemplo, 4 por si s6 é uma derivagao, e B por si s6 também.
Podemos obter uma nova derivacdo a partir delas aplicando, di-
gamos, a regra Alntro,

A B

ﬂ Alntro

Essas regras devem ser gerais: podemos substituir o 4 e B nela
por quaisquer sentencas, por exemplo, por C e D. Entdo a con-
clusao seria C A D, e assim

C D
CAD Alntro

é uma derivagao correta. E claro que também podemos trocar as

hipoteses, de modo que D desempenhe o papel de 4 e C o de B.

Assim,

D ¢

DAC Alntro

também ¢é uma derivagio correta.

Podemos agora aplicar outra regra, digamos, —Intro, que
nos permite concluir um condicional e nos permite descarregar
qualquer hipotese que seja idéntica ao antecedente desse condi-
cional. Assim, ambas as seguintes seriam derivacdes corretas:



€' D ¢ _[p
eap e gp e
C—(CAD) D — (C AD)
Elas mostram, respectivamente, que D + C — (C A D) e C +
D — (C AD).

Lembre-se de que descarregar hip6teses é uma permissao,
nao uma exigéncia: nao temos de descarregar as hipoteses. Em
particular, podemos aplicar uma regra mesmo que as hipéteses
nao estejam presentes na derivacdo. Por exemplo, o seguinte é

valido, embora nao haja hipétese 4 a ser descarregada:

B
A— B

—Intro

11.5 Exemplos de Derivacgdes

Exemplo 11.4. Vamos dar uma derivac¢ao da sentenca (AAB)—
A.

Comecamos escrevendo a conclusdo desejada na parte infe-
rior da derivacio.

(ANB) — 4

Em seguida, precisamos descobrir que tipo de inferéncia po-
deria resultar em uma sentenca desta forma. O operador prin-
cipal da conclusdo é —, entdo tentaremos chegar a conclusao
usando a regra —Intro. O melhor é anotar as suposi¢des envol-
vidas e rotular as regras de inferéncia conforme avan¢amos, para
que seja facil ver se todas as suposi¢des foram descarregadas ao
final da prova.

[A A B!

4

1 m —Intro



Agora precisamos preencher os passos da suposicdo AA B até
A. Como s6 temos um conectivo com o qual lidar, A, devemos
usar a regra A elim. Isso nos da a seguinte prova:

[A4 A B!
14
(ANB) — A

AElim
—Intro

Agora temos uma derivacao correta de (4 A B) — A.

Exemplo 11.5. Agora vamos dar uma derivacdo de (-4V B) —
(4 — B).

Comecamos escrevendo a conclusdo desejada na parte infe-
rior da derivacdo.

(mAVB)— (A— B)

Para encontrar uma regra légica que possa nos dar esta conclu-
sdo, observamos os conectivos logicos na conclusdao: -, vV e —.
Por enquanto, s6 nos interessa a primeira ocorréncia de —, por-
que é o operador principal da sentenca na conclusao, enquanto
-, V e a segunda ocorréncia de — estdo dentro do escopo de
outro conectivo, entdo cuidaremos deles depois. Comegamos,
portanto, com a regra —Intro. Uma aplicacdo correta deve ser
assim:

[-4 v B!

) A—> B
(mAVB)— (A— B)

—Intro

Isso nos deixa com duas possibilidades para continuar. Pode-
mos continuar trabalhando de baixo para cima e procurar outra
aplicacao da regra —Intro, ou podemos trabalhar de cima para
baixo e aplicar a regra VElim. Vamos adotar a segunda opgao.
Usaremos a suposi¢do -4 V B como a premissa mais a esquerda
de VElim. Para uma aplica¢do valida de VElim, as outras duas



premissas devem ser idénticas a conclusdo 4 — B, mas cada uma
pode ser derivada, por sua vez, de outra suposicdo, a saber, um
dos dois disjuntos de =4 vV B. Nossa derivac¢ao ficara, entao,
assim:

[-4] [B]*

[-AVB]! A—>B A—B
2 VElim

1 A— B —Intro
(mAvV B) —> (A— B)

Em cada um dos dois ramos a direita, queremos derivar 4 —
B, o que é melhor feito usando —Intro.

[-4]?,[4]° [B]?,[4]*
B B
[~4 VB]l 3 1> B —Intro 4 1> B —Intro
2 VElim

1 A— B
(=AVvV B)— (A— B)

—Intro

Nas duas partes que faltam na derivacao, precisamos de de-
rivacdes de B a partir de -4 e 4 no meio, e a partirde 4 e B a
esquerda. Comecemos pelo primeiro caso. =4 e A4 sdo as duas
premissas de —Elim:

[-4]*  [4)°

Usando 1;, podemos obter B como conclusio e completar o
ramo.



[B]%,[4]*

—A 2 A 3
[~4] T 4] 1Intro :
— 1 .
3 _B —Intro 4 _B —Intro
[-4 Vv B! A— B A— B :
158 VElim
—Intro

'"(“AVB) = (4= B)

Vejamos agora o ramo mais a direita. Aqui é importante
perceber que a definicao de derivagao permite que hipoteses sejam
descarregadas mas ndo exige que o sejam. Em outras palavras, se
pudermos derivar B a partir de uma das suposi¢des 4 e B sem
usar a outra, tudo bem. E para derivar B a partir de B é trivial: B
por si s6 é tal uma derivacao, e nenhuma inferéncia é necessaria.
Portanto, podemos simplesmente eliminar a suposicao 4.

—A 2 A 3
At
3 Ll—)lntro [37]2 —Intro
[-4 Vv B]! A— B A— B
2 VElim
A— B
1 —Intro

(=AVvV B)— (A— B)

Observe que, na derivacdo concluida, a inferéncia —Intro mais
a direita na verdade nao descarrega nenhuma hipétese.

Exemplo 11.6. Até agora nao precisamos da regra L¢. Ela é
especial porque nos permite descarregar uma hipétese que nao é
uma sub-férmula da conclusdo da regra. Esta intimamente rela-
cionada a regra L;. Na verdade, a regra L; é um caso especial
da regra | ;—existe uma légica chamada “légica intuicionista”
na qual apenas L7 é permitida. A regra L¢ é um ultimo recurso
quando nada mais funciona. Por exemplo, suponha que queira-
mos derivar 4 V —A. Nossa estratégia usual seria tentar derivar
AV -4 usando VIntro. Mas isso exigiria derivar 4 ou =4 a partir
de nenhuma suposicao, e isso ndo pode ser feito. L¢ ao resgate!



[~(4 V-]

L

_ 1
Y"Av-a ¢

Agora procuramos uma derivaciao de L a partir de =(4 V —4).
Como L ¢ a conclusao de —Elim, podemos tentar isso:

[AvV-DI'  [=(4V -]

-4

4 —Elim
AV -4

Nossa estratégia para encontrar uma derivag¢do de —4 exige uma
aplicacdo de —Intro:

[~(4Vv -], [4])
; [~(4V -]

1
2 1 —Intro y .
-Elim
1 # LC
AV -4

Aqui, podemos obter L facilmente aplicando —Elim a suposicao
—(AV —A) e a AV -4, que segue da nossa nova suposicao 4
por VIntro:

[4]2 [~(4V-4)]!
[~(4V =)' Av-4 ‘it -
T -Elim
2 —Intro
-A A .
T N —|E11m
Yav o4 ¢

No lado direito usamos a mesma estratégia, exceto que obtemos
A por Lg:



[4]2 [-4]°

[=(AV -4 AV A VEF“’ [=(AV -A)]' AV -d
— 1 —Elim 1
2 1 —Intro 3—1¢
— L N —|Elim
Yav-a ¢

11.6 Derivac¢des com Quantificadores

Exemplo 11.7. Ao lidar com quantificadores, temos de cuidar
para nao violar a condi¢do de variavel prépria, e as vezes isso
exige que brinquemos com a ordem de execucdo de certas infe-
réncias. Em geral, ajuda tentar cuidar primeiro das regras sujeitas
a condicao de variavel prépria (elas ficardao mais abaixo na prova
finalizada).

Vamos ver como dariamos uma derivagao de férmula
dx -A(x) — —-Vx A(x). Comecando como de costume, escreve-
mos

dx —A(x) —> =Vx A(x)

Comecamos escrevendo o que seria necessario para justificar esse
ultimo passo usando a regra —Intro.

[3x ~A(x)]!

) —|\7’x:A(x)
dx -A(x) — =Vx A(x)

—Intro

Como nao ha uma regra ébvia para aplicar a =Vx A4(x), prosse-
guiremos montando a derivagao de modo que possamos usar a
regra JElim. Aqui devemos prestar aten¢ao a condicao de varia-
vel propria e escolher uma constante que nao apareca em 3x A(x)
nem em quaisquer suposicdes das quais ela dependa. (Como, no
entanto, nenhum simbolo de constante aparece, qualquer escolha
servira.)



[~4(a))?

[Fx =A(x)] —|Vx:A(x)
? -Vx A(x)
=P —A(x) = =Vx A(x)

JElim
—Intro

Para derivar —Vx 4(x), tentaremos usar a regra —Intro: isso exige
que derivemos uma contradi¢ao, possivelmente usando Vx 4(x)
como suposi¢do adicional. E claro que essa contradi¢io pode en-
volver a suposicao —4(a), que sera descarregada pela inferéncia
JElim. Podemos monta-la da seguinte forma:

[~4(a)], [Vx A(x)]?

L

[Tx =A(x)]! S Vx A(x) _ntro
2 JElim
-VYx A(x)
1 —Intro

Ax —A(x) — ~Vx A(x)

Parece que estamos perto de obter uma contradicdo. A regra
mais facil de aplicar é a VElim, que ndo possui condicdo de vari-
avel prépria. Como podemos usar qualquer termo que queiramos
para substituir o x universalmente quantificado, faz mais sentido
continuar usando a para chegarmos a uma contradigao.

[Vx A(x)]® VEi
[-4(a)]? A(e) o
T —-Elim
MERYION S Vx A(x) ;E_“O
-Vx A(x) un
—Intro

! Ax —A(x) — —Vx A(x)

E importante, especialmente ao lidar com quantificadores, ve-
rificar com cuidado neste ponto que a condi¢ao de variavel pro-
pria nio foi violada. Como a tinica regra que aplicamos sujeita



a condicdo de variavel prépria foi JElim, e a variavel prépria a
nao ocorre em nenhuma suposi¢do da qual dependa, esta é uma
derivacio correta.

Exemplo 11.8. As vezes podemos derivar uma férmula a par-
tir de outras féormulas. Nesses casos, podemos ter suposi¢oes
nio descarregadas. £ importante acompanhar nossas suposicoes,
bem como o objetivo final.

Vamos ver como dariamos uma derivacio de formula
Jx C(x,b) a partir das suposicoes Ix (4(x) A B(x)) e Vx (B(x) —
C(x,b)). Comecando como de costume, escrevemos a conclusio
na parte inferior.

Ax C(x,b)

Temos duas premissas com as quais trabalhar. Para usar a
primeira, isto é, tentar encontrar uma derivacao de 3x C(x,b)
a partir de 3x (A(x) A B(x)), usariamos a regra JElim. Como
ela possui condicdao de variavel prépria, aplicaremos essa regra
primeiro. Obtemos o seguinte:

[4(a) A B(a)]*

Ax (A(x) A B(x)) dx C:(x, b) )
1 3 C(x.0) JElim

As duas suposicdes com as quais estamos trabalhando compar-
tilham B. Pode ser util neste ponto aplicar AElim para sepa-
rar B(a).

[4(a) A B(a)]'
B(a)

AElim

dx (A(x) A B(x)) dx C:(x, b)
! 3% C(x,b)

JElim



A segunda suposicdo com a qual temos de trabalhar
é Vx (B(x) — C(x,b)). Como niao hi condicio de variavel
proépria, podemos instanciar x com o simbolo de constante a
usando VElim para obter B(a) — C(a,b). Agora temos tanto
B(a) — C(a,b) quanto B(a). Nosso proximo passo deve ser uma
aplicacdo direta da regra —Elim.

Vx (B(x) = C(x,0)) . [4(a) A B(a)]! .
B(a) — C(a.b) VElim B(a) _)Eli/r;Ehm
C(a,b)
Ax (A(x) A B(x)) Ax C:(x,b) .
! 3% C(x,b) SElim

Estamos quase la! Uma aplicagao de JIntro e atingimos nosso
objetivo.
Vx (B(x) = C(x.0) [4(a) AB(@)]!
B(a) - C(a.b) VElim B(a) AElim
A CL dIntro
) Ax (A(x) A B(x)) Ax C(x,b) SElim
dx C(x,b)

—Elim

Como garantimos em cada etapa que as condi¢des de variavel
prépria nao foram violadas, podemos estar confiantes de que
esta € uma derivacao correta.

Exemplo 11.9. Dé uma derivac¢ao de formula —Vx A(x) a partir
das suposic¢oes Vx A(x) — 3y B(y) e =3y B(y). Comecando como
de costume, escrevemos a formula alvo na parte inferior.

-Vx A(x)

A ultima linha da deriva¢ao é uma negacgao, entdo vamos tentar
usar —Intro. Isso exigirda que descubramos como derivar uma
contradicio.



[VxA(x)]*

1

1 TA(X) =Intro

Até aqui, tudo bem. Podemos usar VElim, mas nao é 6bvio se
isso nos ajudara a alcancgar nosso objetivo. Em vez disso, vamos
usar uma de nossas suposi¢des. Vx A(x) — Iy B(y) junto com
Vx A(x) nos permitira usar a regra —Elim.

Vx A(x) — 3y B(y) [Vx A(x)]*
Jy B(y)

—Elim

L

1 W =Intro

Agora temos uma suposic¢ao final com a qual trabalhar, e parece
que isso nos ajudara a chegar a uma contradi¢ao usando —Elim.

Vx A(x) — 3y B(y) [Vx A(x)]!

-3y B(y) 3y B(y) -
L —RIIm

1 TA(J&') —Intro

—Elim

11.7 Nogdes da Teoria da Prova

Assim como definimos varias no¢des semanticas importantes (va-
lidade, consequéncia, satisfatibilidade), agora definimos nogoes
da Teoria da Prova correspondentes. Elas nao sao definidas por
apelo a satisfacdo de sentencas em estruturas, mas por apelo a
derivabilidade ou nao derivabilidade de certas sentencas a partir
de outras. Foi uma descoberta importante que essas nocdes co-
incidem. Que coincidem é o contetido dos teoremas de corre¢do
e completude.



Defini¢dao 11.10 (Teoremas). Uma sentenca 4 é um teorema se
ha uma derivacdo de 4 em deducdo natural na qual todas as
hipéteses sdo descarregadas. Escrevemos 4 se 4 é um teorema
e ¥ A sendo o é.

Defini¢dao 11.11 (Derivabilidade). Uma sentenca A é derivdvel
de um conjunto de sentencas I', I" + A4, se ha uma derivacdo com
conclusdo 4 e na qual toda hipétese é ou descarregada ou esta
em I'. Se A nio é derivavel de I', escrevemos I" ¥ A.

Defini¢ao 11.12 (Consisténcia). Um conjunto de sentencas I
é inconsistente se, e somente se, I’ + L. Se I’ ndo é inconsistente,
isto é, se I ¥ L, dizemos que é consistente.

Proposigdao 11.13 (Reflexividade). Se A € I', entdo I' + A.

Prova. A hipétese 4 por si s6 € uma derivacido de 4 em que toda
hip6tese nao descarregada (isto é, 4) esta em /. O

Proposigdo 11.14 (Monotonicidade). Se " C 4 ¢ + A, entdo
A4+ A

Prova. Qualquer derivacdo de 4 a partir de I é também uma
derivacao de 4 a partir de 4. m|

Proposigdo 11.15 (Transitividade). Se I" + 4 ¢ {A} U 4 + B,
entdo I’ U 4 + B.

Prova. Se I' + A, ha uma derivacdo 6y de 4 com todas as hi-
péteses nao descarregadas em I'. Se {4} U 4 + B, entao ha
uma deriva¢do 61 de B com todas as hipoéteses ndo descarrega-
das em {4} U 4. Considere agora:



4,[4]*
: r
101 :

1:9 100

1 m —Intro )

B —Elim

As hipéteses nao descarregadas estdo agora todas entre I" U 4,
de modo que isto mostra I" U 4 + B. O

Quando I = {41,4s,...,A} € um conjunto finito, podemos
usar a notacao simplificada A1, A4y,...,4; + B para ' + B; em
particular, 4 + B significa que {4} + B.

Note que se I' + A e A+ B, entdo I’ + B. Segue também que
se A1,...,A, + Be I + A; para cada i, entdo I"  B.

Proposicao 11.16. As seguintes afirmagies sao equivalentes.
1. I' ¢ inconsistente.
2. I' + A para toda sentenga A.
3 I'rAel v A para alguma sentenga A.

Prova. Exercicio. O

Proposi¢ao 11.17 (Compacidade). 1. Sel v A, entdo hd um
subconjunto finito I'y C I tal que I'y + A.

2. Se todo subconjunto finito de I' ¢ consistente, entdo I' ¢ consis-
tente.

Prova. 1. Se I' + A, entdo ha uma derivacdao 6 de 4 a partir
de I'. Seja Iy o conjunto de hipéteses ndo descarregadas
de 6. Como toda derivagao ¢é finita, Iy s6 pode conter
finitamente muitas sentencas. Assim, § € uma derivacao
de 4 a partir de um [ finito C I".

2. Isto é a contrapositiva de (1) no caso especial A=_1. 0O



11.8 Derivabilidade e Consisténcia

Estabeleceremos agora varias propriedades da relacdo de deri-
vabilidade. Elas sdo independentemente interessantes, mas cada
uma desempenhara um papel na prova do teorema da comple-
tude.

Proposicdao 11.18. Se I' + A e I' U {A} ¢ inconsistente, entdo I ¢
inconsistente.

Prova. Seja a derivagdo de A4 a partir de /" igual a §; e a derivagao
de L a partir de I" U {4} igual a 62. Podemos entdo derivar:

r, 4]
: r
109 :
: 101
1 = —Intro -
-4 Eli
T —LIIm

Na nova deriva¢ao, a hipétese 4 é descarregada, de modo que é
uma derivacao a partir de /. O

Proposi¢dao 11.19. I + A4 se, ¢ somente se, I' U {—~A} ¢ inconsistente.

Prova. Primeiro suponha que I" + 4, isto é, ha uma derivacao d¢
de A4 a partir de hipéteses ndo descarregadas I'. Obtemos uma
derivagdo de L a partir de I" U {—4} da seguinte forma:

r
)
# —Elim

Agora suponha que I"U {—4} é inconsistente, e seja d1 a deri-
vacao correspondente de L a partir de hipéteses ndo descarrega-
das em I" U {—~4}. Obtemos uma derivacao de 4 apenas a partir
de I" usando L¢:



Proposigdao 11.20. SeI'+ A e—~A €T, entdo I é inconsistente.

Prova. Suponha que I' + A e -4 € I'. Entdo ha uma derivagao ¢
de A4 a partir de I". Considere esta aplica¢do simples da regra
=Elim:

r
-5

% _Elim

Como -4 € I', todas as hipéteses nao descarregadas estdo em /;
isto mostra que I' + L. O

Proposigao 11.21. Se"U{A4} eI" U{—~A4} sdo ambos inconsistentes,
entdo I' € inconsistente.

Prova. Ha derivagdes 01 e 09 de L a partirde /" U {4} ede L a
partir de I U {—4}, respectivamente. Podemos entdo derivar

I,[—~A4]? I,[A]
D) " 61
1 1
2 — =Intro 17—|A —Intro

T =Elim

Como as hipéteses 4 e =4 sdo descarregadas, isto é uma deriva-
cao de L apenas a partir de I". Logo I" é inconsistente. m|



11.9 Derivabilidade e os Conectivos
Proposicionais

Estabelecemos que a relagao de derivabilidade  da deducdo na-
tural é forte o suficiente para estabelecer alguns fatos basicos
envolvendo os conectivos proposicionais, tais como AAB+ A4 e
A,A — B+ B (modus ponens). Esses fatos sao necessarios para
a prova do teorema da completude.

Proposigao 11.22. 1. Tanto AN B+ A quanto AN B+ B.

2. A, B+ ANB.
Prova. 1. Podemos derivar ambos:
% AElim 4 1/;3 AElim
2. Podemos derivar:
% Alntro O
Proposicao 11.23. 7. AV B,—A,—B ¢ inconsistente.
2. Tanto A+ AV B quanto B+ AV B.
Prova. 1. Considere a seguinte derivagao:
-4 [4]} -B  [B]!
AvB ~— 1 ~Elim ———F———— -Elim
1 n VElim

Esta é uma derivacdo de L a partir das hipéteses nao des-
carregadas AV B, =4 e —B.

2. Podemos derivar ambos:

VIntro

SN
<|™
&
O

A
AV B VIntro



Proposicao 11.24. 1. A,A— B+ B.

2. Tanto —-A+ A — B quanto B+ A — B.

Prova. 1. Podemos derivar:

A— B A

B —Elim

2. Isso é mostrado pelas duas derivagdes seguintes:

-4 (4]}
T T— -Elim
—_ J_I
1 B —Intro _B —Intro
A— B A— B

Note que —Intro pode, mas nio precisa, descarregar a hi-
potese 4. O

11.10 Derivabilidade e os Quantificadores

O teorema da completude também requer que as regras de dedu-
c¢ao natural produzam os fatos sobre + estabelecidos nesta secao.

Teorema 11.25. Se ¢ ¢ uma constante que nao ocorre em I’ ou A(x)
el + A(c), entdo I’ + Vx A(x).

Prova. Seja 6 uma derivagao de A(c¢) a partir de I'. Adicio-
nando uma inferéncia VIntro, obtemos uma derivag¢io de Vx A(x).
Como ¢ nao ocorre em I" ou A(x), a condi¢ao de variavel prépria
é satisfeita. o



Proposigdo 11.26. 7. A(¢) F Ax A(x).

2. Vx A(x) + A(2).

Prova. 1. A seguinte é uma derivacao de Jx A(x) a partir
de A(#):
A(t)
m JIntro

2. A seguinte é uma derivagao de A(¢) a partir de Vx A(x):

Vx A(x) VE
A1) um O

11.11 Correcao

Um sistema de deriva¢do, como a deduc¢ido natural, € correto se
nao pode derivar coisas que de fato nao seguem. A corregao é
assim uma espécie de propriedade de seguranca garantida para
sistemas de derivagdo. Dependendo de qual propriedade da Teo-
ria da Prova esta em questao, gostariamos de saber, por exemplo,
que

1. toda sentenca derivavel é valida;

2. se uma sentenca é derivavel a partir de outras, ela também
€ uma consequéncia delas;

3. se um conjunto de sentencas é inconsistente, ele € insatis-
fativel.

Estas sdo propriedades importantes de um sistema de derivagao.
Se alguma delas nao vale, o sistema de derivagao é deficiente—
ele deriva demais. Consequentemente, estabelecer a correcao de
um sistema de derivacdo é da maior importancia.



Teorema 11.27 (Correcgao). Se A é derivdvel a partir das hipoteses
ndo descarregadas I', entdo I £ A.

Prova. Seja 6 uma derivacdo de 4. Procedemos por indu¢ido no
numero de inferéncias em 6.

Para a base da indugdo, mostramos a afirmac¢do quando o
numero de inferéncias é 0. Neste caso, J consiste apenas de uma
unica sentenca 4, isto é, uma hipétese. Essa hipotese € nao des-
carregada, pois hipoteses s6 podem ser descarregadas por infe-
réncias, e ndo ha inferéncias. Assim, qualquer estrutura M que
satisfaz todas as hipoteses ndo descarregadas da prova também
satisfaz A.

Agora o passo indutivo. Suponha que 6 contém 2 inferén-
cias. A(s) premissa(s) da inferéncia mais baixa sdo derivadas
usando sub-derivagdes, cada uma das quais contém menos de n
inferéncias. Assumimos a hipotese de inducdo: as premissas da
inferéncia mais baixa seguem das hipéteses nao descarregadas
das sub-derivagdes que terminam nessas premissas. Temos que
mostrar que a conclusdo 4 segue das hipéteses ndo descarrega-
das de toda a prova.

Distinguimos casos de acordo com o tipo da inferéncia mais
baixa. Primeiro, consideramos as possiveis inferéncias com ape-
nas uma premissa.

1. Suponha que a ultima inferéncia é —Intro: a derivagao tem
a forma

4]

" 61

n =Intro

L
-4
Pela hipétese de inducdo, L segue das hipoteses ndo des-
carregadas I U {4} de ¢;. Considere uma estrutura M.
Precisamos mostrar que, se M £ I', entdao M £ —A. Supo-
nha por redugao ao absurdo que M k I', mas M ¥ -4, isto



é, M £ A. Isto significaria que M £ I"U{A4}. Isto € contrario
a nossa hipoétese de inducao. Logo, M £ —4.

. A tltima inferéncia é AElim: ha duas variantes: 4 ou B
pode ser inferido da premissa 4 A B. Considere o primeiro
caso. A derivacgdo ¢ tem este aspecto:

r
- 61

AAB
A

AElim

Pela hipétese de inducdo, 4 A B segue das hipoteses nao
descarregadas I" de ¢1. Considere uma estrutura M. Pre-
cisamos mostrar que, se M £ I', entao M £ 4. Suponha
M £ I'. Pela nossa hipétese de indugado (I" £ 4 A B), sabe-
mos que M £ AAB. Por definicio, M £ AA B se, e somente
se, M AeME B. (O caso em que B é inferido de A A B
é tratado de forma similar.)

. A ultima inferéncia é VIntro: ha duas variantes: 4V B pode
ser inferido da premissa 4 ou da premissa B. Considere o
primeiro caso. A derivacdo tem a forma

I

Al\j B VIntro

Pela hipotese de inducao, 4 segue das hipoteses ndo descar-
regadas I" de ¢1. Considere uma estrutura M. Precisamos
mostrar que, se M £ I', entao M £ AV B. Suponha M ¢ [';
entdo M £ A, pois I' £ A (a hipétese de inducdo). Logo
também deve ser o caso que M £ AV B. (O caso em que
AV B é inferido de B ¢ tratado de forma similar.)



4. A ultima inferéncia é —Intro: 4 — B € inferido de uma
subprova com hipétese A e conclusdo B, isto é,

I, [A]"
161
B
"I B —Intro
Pela hipétese de inducdo, B segue das hipoteses nao des-
carregadas de d1, isto é, I'U{4} £ B. Considere uma estru-
tura M. As hipéteses nao descarregadas de 6 sdo apenas I',
pois A é descartada na tltima inferéncia. Precisamos mos-
trar que I" £ A — B. Por redugao ao absurdo, suponha que
para alguma estrutura M, M £ I" mas M ¥ A — B. Assim,
Mk AeM ¥ B. Mas por hipétese, B ¢ uma consequéncia

de I" U {4}, isto é, M £ B, o que é uma contradicdo. Logo,
' A— B.

5. A ultima inferéncia é 1;: aqui, 6 termina em
r
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Pela hipétese de indugdo, I £ L. Temos que mostrar que
I' £ A. Suponha o contrario; entdo para algum M temos
M©EeT eM ¥ A. Mas sempre temos M ¥ L, de modo
que isto significaria que I" ¥ L, contrariando a hipotese de
inducio.

6. A ultima inferéncia é 1 ¢: Exercicio.

7. A ultima inferéncia é VIntro: entdo ¢ tem a forma



r
" 61

A(a)

m VIntro

A premissa A(a) é consequéncia das hipoteses nao descar-
regadas I pela hipétese de inducdo. Considere alguma
estrutura M tal que M ¢ I'. Precisamos mostrar que
M e Vx A(x). Como Vx A(x) é uma sentenca, isto significa
que temos que mostrar que para toda atribuicdo de vari-
aveis s, M,s £ A(x) (Proposicao 7.19). Como I" consiste
inteiramente em sentencas, M,s £ B para todo B € I" por
Definicio 7.11. Seja M’ como M, exceto que a™ = s(x).
Como a nao ocorre em I', M’ £ I' por Corolario 7.21.
Como I' £ A(a), M’ £ A(a). Como A(a) é uma sentenca,
M',s £ A(a) por Proposicao 7.18. M',s £ A(x) se, e so-
mente se, M’ £ A(a) por Proposicao 7.23 (lembre que A(a)
é apenas A(x)[a/x]). Assim, M’,s £ A(x). Como a nao
ocorre em A(x), por Proposicao 7.20, M,s £ A(x). Mas
s foi uma atribuicdo de variaveis arbitraria, de modo que
M EVx A(x).

8. A ultima inferéncia é JIntro: Exercicio.

9. A ultima inferéncia é VElim: Exercicio.

Agora consideremos as possiveis inferéncias com varias pre-
missas: VElim, Alntro, —Elim, e JElim.

1. A ultima inferéncia é AIntro. AA B € inferido das premissas
Ae Bedtem aforma

I Iy
" 61 D)
P :

B
ANB Alntro



Pela hipétese de inducdo, 4 segue das hipoteses nao des-
carregadas /7 de 61 e B segue das hipoteses ndo descarre-
gadas Iy de dy. As hipéteses ndo descarregadas de ¢ sdo
I'1UTy, de modo que temos que mostrar que /17Ul £ AAB.
Considere uma estrutura M com M £ 7 U Iy. Como
M E I7, deve ser o caso que M k A, pois I'1 £ 4, e como
M E Ty, Mk B, pois Iy £ B. Juntas, Mk A A B.

2. A ultima inferéncia é VElim: Exercicio.

3. A tltima inferéncia é —Elim. B é inferido das premissas
A — B e A. A derivagao ¢ tem este aspecto:

I Iy
- 61 - 89
A B A )
B —Elim

Pela hipétese de indugdo, 4 — B segue das hipéteses nao
descarregadas /7 de 01 e 4 segue das hipoteses nao des-
carregadas Iy de 63. Considere uma estrutura M. Precisa-
mos mostrar que, se M £ [ U Iy, entdo M £ B. Suponha
M e I7UIy. ComoI7 E A—>B,M £ A—B. Como I F A, te-
mos M k A. Isto significa que M £ B (pois se M ¥ B, como
M & A, teriamos M ¥ A — B, contradizendo M £ A — B).

4. A ultima inferéncia é —Elim: Exercicio.

5. A ultima inferéncia é JElim: Exercicio. O

Corolario 11.28. Set+ A, entao A ¢ vdlida.



Corolario 11.29. Se I ¢ satisfativel, entdo ¢ consistente.

Prova. Provamos a contrapositiva. Suponha que /" ndo é consis-
tente. Entao I' + 1, isto é, ha uma derivacdo de L a partir de
hipéteses ndo descarregadas em I". Por Teorema 11.27, qualquer
estrutura M que satisfaz I" deve satisfazer L. Como M ¥ L para
toda estrutura M, nenhuma M pode satisfazer I', isto é, I nao é
satisfativel. O

11.12 Derivac¢oes com Identidade

As Derivacdes com identidade requerem regras de inferéncia adi-
cionais.

h=1t A1)
A(t)

h=t A1)
A(tr)

=Elim

=Intro

=Elim

Nas regras acima, ¢, #; e f3 sdo termos fechados. A regra
=Intro nos permite derivar qualquer afirmacao de identidade da
forma ¢ = ¢ diretamente, sem hipéteses.

Exemplo 11.30. Se s e ¢ sdo termos fechados, entdo A(s),s =
i+ A(t):
s=1 A(s)
A(2)

=Elim

Isto pode ser familiar como o “principio da substituibilidade dos
identicos”, ou Lei de Leibniz.

Exemplo 11.31. Derivamos a sentenca

Vx Vy ((A(x) AA(y)) = x =)



a partir da sentenca

JxVy (A(y) >y = x)
Desenvolvemos a derivagao de tras para frente:

3xVy (A(p) =y =x) [A(a) A AD)]!

1 a=b —Intro
((A(a) A A(8) > a=b) VIntro
¥y ((4(a) A Q) wa=y) "7
VaV¥y ((A(x) A A(p)) = x =)

Agora teremos que usar a hipétese principal: como é uma for-

mula existencial, usamos JElim para derivar a conclusao inter-
mediaria a = b.

[Vy (A(y) >y =0)]?
[A(a) A A(B)]

e Vy (A() -y = %) a=b
? 1 a=b —>IntroEIEllm
(A() N AGD) —a=b) )

ntro
V(A AAp) >a=y) -\
VaV¥y ((A(x) A A(p)) = x = )

A sub-derivacdo no canto superior direito é completada usando
suas hipéteses para mostrar que a = ¢ e b = ¢. Isso requer duas
derivacoes separadas. A derivacdo para a = ¢ é a seguinte:

[Vy (4(p) =y = ¢)]? . [4(a) A A(D)]! .
Aa) >a=c¢ VElim A(a) AElim

i=c —Elim

De a = ¢ e b = ¢ derivamos a = b por =Elim.



11.13 Correc¢ao com Identidade

Proposigao 11.32. A dedu¢do natural com regras para = ¢é correta.

Prova. Qualquer férmula da forma ¢ = ¢ € valida, pois para toda
estrutura M, M £ ¢ = {. (Note que assumimos que o termo ¢ é
fechado, isto é, ndo contém variaveis, de modo que as atribuigdes
de variaveis sdo irrelevantes).

Suponha que a ultima inferéncia em uma derivacao é =Elim,
isto é, a derivacgao tem a seguinte forma:

I3 FQ
$ 51 552
h=t A(t)
A(tp)

=Elim

As premissas #; = fy e A(#;) sdo derivadas a partir de hipoteses
nao descarregadas I e [, respectivamente. Queremos mostrar
que A(ty) segue de 7 U I'y. Considere uma estrutura M com
M & I U Iy, Pela hipétese de inducao, M £ A(t1)) e M £ 41 =
ty. Portanto, ValM(#) = ValM(s). Seja s qualquer atribuicao
de variaveis e m = Val(4) = Val™(#). Por Proposigao 7.23,
M,s £ A(#) se, e somente se, M,s[m/x] £ A(x) se, e somente se,
M,s e A(#). Como M k A(#1), temos M £ A(#). |

Resumo

Sistemas de prova fornecem métodos puramente sintaticos para
caracterizar consequéncia e compatibilidade entre sentengas. A
deducdo natural é um desses sistemas de prova. Uma deri-
vagdo nela consiste em uma arvore de féormulas. As formulas
mais ao topo em uma derivacdo sdo hipéteses. Todas as demais
formulas, para que a derivacdo seja correta, devem ser correta-
mente justificadas por uma de varias regras de inferéncia. Elas



vém em pares: uma regra de introducdo e uma regra de elimi-
nagao para cada conectivo e quantificador. Por exemplo, se uma
formula A é justificada por uma regra —Elim, as férmulas pre-
cedentes (as premissas) devem ser B — 4 e B (para algum B).
Algumas regras de inferéncia também permitem que hipoteses
sejam descarregadas. Por exemplo, se 4 — B é inferida de B
usando —Intro, quaisquer ocorréncias de 4 como hipéteses na
derivacao que leva a premissa B podem ser descarregadas, e re-
cebe um rétulo que também € registrado na inferéncia.

Se ha uma derivagao com férmula final 4 e todas as hipote-
ses estdo descarregadas, dizemos que 4 é um teorema e escre-
vemos + A. Se todas as hipéteses ndo descarregadas estdo em
algum conjunto /', dizemos que A é derivavel de I" e escreve-
mos I' + A. Se I' + L, dizemos que I" é inconsistente; caso
contrario, consistente. Essas nog¢des sdo interrelacionadas; por
exemplo, I" + 4 se e somente se I" U {~A4} é inconsistente. Elas
sdo também relacionadas as nogdes semanticas correspondentes;
por exemplo, se I' + A, entdo I ¥ A. Essa propriedade dos sis-
temas de prova—o que pode ser derivado de I" tem garantia de
ser consequéncia de '—é chamada de corre¢ao. O teorema
da corregdo é provado por indugdo sobre o comprimento das
deriva¢oes, mostrando que cada inferéncia individual preserva
a consequéncia de sua conclusdo a partir das hipéteses abertas,
desde que suas premissas sejam consequéncia de suas hipoteses
nao descarregadas.

Problemas

Problema 11.1. Dé deriva¢des que mostrem o seguinte:

1. AN(BAC)+-(AANB)AC.

o]

.Av(BvC)r(AvB)VC.
. A->(B->C)rB—>(A— ().

(@]

4. Ar A



Problema 11.2. Dé derivacdes que mostrem o seguinte:

1.

>

10.

11.

12.

S A

(AvB)—-»CrA—C.
A->C)AB—->C)r(AVB)—>C.
F (AN -4).
B—A+r-4— -B.
F(4— -4) - -A.
F—(4— B)— -B.

A— Cr~-(AN-0C).
AN=-Cr—-(4A— C).

AV B,-B+ A.

-AV =B+ —=(4AB).
F(mAA-B)—>—=(4AV B).

F=(AV B) — (=4 A =B).

Problema 11.3. Dé derivacoes que mostrem o seguinte:

1.

©

S A

-(A— B) + A.

-(AAB)Fr—-AV =B,

A— Br-AV B.

F-—A4d— A

A— B,-A— B+ B.
(AANB)—->Cr(A—-C)Vv(B—C).
(A—>B) > A+ A

F(A— B)Vv (B— ().



(Todos exigem a regra L¢ .)

Problema 11.4. Dé derivagdes que mostrem o seguinte:

1.+ (Vx A(x) AVy B(y)) — ¥z (A(2) A B(2)).

©

F (3x A(x) v 3y B(y)) — 3z (4A(2) V B(2)).
3. Vx (A(x) = B) + Ay A(y) — B.
4. Vx—A(x) F =3x A(x).
5. F-3dx A(x) = Vx ~A(x).
6.+ =3xVy ((A(x.p) = =4(p.9) A (~4(,y) = A(%.)))-
Problema 11.5. Dé derivacdes que mostrem o seguinte:
1. F=VYx A(x) — Jx —A(x).
2. (VxA(x) — B) + dy (A(y) — B).
3. F3x (A(x) = Vy A(y)).
(Todas exigem a regra L¢ .)
Problema 11.6. Prove Proposicao 11.16

Problema 11.7. Prove que I + =4 se, e somente se, I" U {4} é
inconsistente.

Problema 11.8. Complete a prova de Teorema 11.27.

Problema 11.9. Prove que = ¢ simétrica e transitiva, isto €, dé
derivacoes de VxVy(x = y —»y = x) e VaVyVz((x = y Ay =
Z) > Xx=2)
Problema 11.10. Dé derivagdes das seguintes féormulas:
1. VaVy ((x =y A A(x)) — A(y))
2. Ax A(x) AVyVz ((A(y) AN A(2)) =y = z) = Tx(A(x) A
Vy (A(y) =y = %))



CAPITULO 12

12.1 Introducgdo

O teorema da completude é um dos resultados mais fundamen-
tais sobre l6gica. Ele vem em duas formulacgdes, cuja equivaléncia
iremos provar. Em sua primeira formulacdo, ele diz algo funda-
mental sobre a relacdo entre consequéncia semantica e nosso sis-
tema de derivacdo: se uma sentenca 4 segue de algumas senten-
cas I', entdo também existe uma derivacdo que estabelece I" + 4.
Assim, o sistema de derivacao é tao forte quanto pode possivel-
mente ser sem provar coisas que de fato ndo se seguem.

Em sua segunda formulacdo, ele pode ser enunciado como
um resultado de existéncia de modelo: todo conjunto consistente
de sentencas ¢ satisfativel. A consisténcia é uma noc¢ao da teoria
da prova: ela diz que nosso sistema de derivacao é incapaz de
produzir certas derivagdes. Mas quem garante que, s6 porque
nao ha derivacoes de um certo tipo a partir de I', esta garantido
que existe uma estrutura M? Antes de o teorema da completude
ser provado pela primeira vez — na verdade, antes de termos
os sistemas de derivacdo que temos hoje — o grande matema-
tico alemao David Hilbert defendia a visao de que a consisténcia
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das teorias matematicas garante a existéncia dos objetos de que
elas tratam. Ele colocou isso da seguinte forma em uma carta a
Gottlob Frege:

Se os axiomas dados arbitrariamente niao se contra-
dizem uns aos outros com todas as suas consequén-
cias, entdo eles sdo verdadeiros e as coisas definidas
pelos axiomas existem. Este é para mim o critério de
verdade e existéncia.

Frege discordou veementemente. A segunda formulacao do teo-
rema da completude mostra que Hilbert estava certo pelo menos
no sentido de que, se os axiomas sdo consistentes, entdo existe
alguma estrutura que os torna todos verdadeiros.

Estas ndo sdo as Unicas razdes pelas quais o teorema da com-
pletude — ou melhor, sua prova — é importante. Ele tem uma
série de consequéncias importantes, algumas das quais discuti-
remos separadamente. Por exemplo, como toda derivacao que
mostra I + 4 é finita e, portanto, s6 pode usar uma quantidade
finita das sentencas em /', segue do teorema da completude que,
se A é uma consequéncia de /', entdo ja é uma consequéncia
de um subconjunto finito de I". Isso é chamado de compacidade.
Equivalentemente, se todo subconjunto finito de I" é consistente,
entdo o proprio I deve ser consistente.

Embora o teorema da compacidade decorra do teorema da
completude pelo desvio através de derivacdes, também é pos-
sivel usar a prova do teorema da completude para estabelecé-lo
diretamente. Pois o que a prova faz é tomar um conjunto de
sentencas com uma certa propriedade — a consisténcia — e
construir uma estrutura a partir desse conjunto que possui cer-
tas propriedades (neste caso, que ela satisfaz o conjunto). Quase
exatamente a mesma constru¢ao pode ser usada para estabelecer
a compacidade diretamente, partindo de conjuntos “finitamente
satisfativeis” de sentencas em vez de conjuntos consistentes. A
construcado também produz outras consequéncias, por exemplo,
que todo conjunto satisfativel de sentengas tem um modelo finito



ou infinitos contaveis. (Esse resultado é chamado de teorema
de Lowenheim—Skolem.) Em geral, a construg¢ao de estruturas
a partir de conjuntos de sentencas é usada com frequéncia em
logica, e as vezes até em filosofia.

12.2 Esboc¢o da Prova

A prova do teorema da completude é um pouco complexa e, em
uma primeira leitura, é facil se perder. Entao, vamos esbocar a
prova. O primeiro passo é uma mudanca de perspectiva, que nos
permite enxergar um caminho para uma prova. Quando a com-
pletude é pensada como “sempre que I" £ 4 entdo I" + A”, pode
ser dificil até mesmo ter uma ideia: pois, para mostrar que /" + 4,
temos que encontrar uma derivacio, e nao parece que a hipétese
de que I" £ 4 nos ajude nisso de alguma forma. Para alguns sis-
temas de prova, é possivel construir diretamente uma derivacao,
mas adotaremos uma abordagem um pouco diferente. A mu-
danca de perspectiva necessaria é esta: a completude também
pode ser formulada como: “se I" é consistente, entdo é satisfati-
vel”. Talvez possamos usar a informacdo em /" juntamente com
a hipétese de que ela é consistente para construir uma estrutura
que satisfaca toda sentenca em I". Afinal, sabemos que tipo de
estrutura estamos procurando: uma que seja como /" a descreve!

Se I' contém apenas sentencas atomicas, é facil construir um
modelo para ele. Suponha que as sentencgas atémicas sejam todas
da forma P(ai,...,a,) onde os a; sio simbolos de constante.
Tudo o que temos a fazer é apresentar um dominio |[M| e uma
atribuicao para P de modo que M ¢ P(ay,...,a,). Mas isso ndo
é muito dificil: faca |[M| = N, CZM =i e, para cada P(ay,...,a,) €
I', coloque a tupla (k1,...,k;) em PM_ onde k; é o indice do
simbolo de constante a; (isto é, a; = ¢t,).

Agora suponha que I" contenha alguma fé6rmula —B, com B
atémica. Poderiamos temer que a construcdo de M interfira na
possibilidade de tornar —B verdadeira. Mas € aqui que entra a
consisténcia de I': se =B € I', entao B ¢ I', caso contrario I"



seria inconsistente. E se B ¢ I', entio, de acordo com nossa
construcao de M, M ¥ B, logo M £ —B. Até aqui, tudo bem.

E se I" contiver féormulas complexas, ndo atomicas? Digamos
que ele contenha 4 A B. Para tornar isso verdadeiro, devemos
proceder como se tanto 4 quanto B estivessemem I". Ese AVB €
I, entao teremos que tornar pelo menos um deles verdadeiro, isto
é, proceder como se um deles estivesse em /.

Isso sugere a seguinte ideia: adicionamos férmulas adicionais
a I' de modo a (a) manter o conjunto resultante consistente e
(b) garantir que, para toda sentenca 4 atomica possivel, ou 4 esta
no conjunto resultante, ou —4 estd, e (c) tais que, sempre que AA
B esta no conjunto, entdo tanto 4 quanto B também estdo; se AV
B esta no conjunto, pelo menos um dentre 4 ou B também est4,
etc. Continuamos fazendo isso (potencialmente para sempre).
Chame o conjunto de todas as férmulas assim adicionadas de I"*.
Entdo a nossa construgdo acima nos forneceria uma estrutura M
para a qual poderiamos provar, por indugdo, que ela satisfaz
todas as sentencas em /™" e, portanto, também todas as sentencas
em [, ja que I' C I'*. Acontece que garantir (a) e (b) é suficiente.
Um conjunto de sentencas para o qual (b) vale é chamado de
completo. Assim, nossa tarefa serd estender o conjunto consistente
I' a um conjunto consistente e completo /™.

Ha um problema neste plano: se 3x A(x) € I', esperariamos
poder escolher algum simbolo de constante ¢ e adicionar 4(c)
neste processo. Mas como sabemos que sempre podemos fazer
isso? Talvez tenhamos apenas alguns simbolos de constante em
nossa linguagem, e, para cada um deles, tenhamos —A4(¢) € I'.
Também nao podemos adicionar A(¢), ja que isso tornaria o con-
junto inconsistente, e ndo saberiamos se M tem que tornar A(c¢)
ou —A(c) verdadeira. Além disso, pode acontecer de I" conter
apenas sentencas em uma linguagem que nio tem simbolo de
constante algum (por exemplo, a linguagem da teoria dos con-
juntos).

A solugao para este problema é simplesmente adicionar infi-
nitas constantes no comeco, além de sentencas que as conectam



com os quantificadores da maneira correta. (Claro, temos que
verificar que isso ndo pode introduzir uma inconsisténcia.)

Nossa construcdo original funciona bem se tivermos apenas
simbolos de constante nas sentencas atomicas. Mas a lingua-
gem também pode conter simbolos de func¢dao. Nesse caso, pode
ser complicado encontrar as funcdes certas em N para atribuir
a esses simbolos de funcdo de modo a fazer tudo funcionar. En-
tao, aqui vai outro truque: em vez de usar i para interpretar ¢;,
basta tomar o préprio conjunto de simbolos de constante como
o dominio. Entdo M pode atribuir cada simbolo de constante
a si mesmo: ¢cM = ¢;. Mas por que ndo ir até o fim: seja |M)|
o conjunto de todos os termos da linguagem! Se fizermos isso,
ha uma atribuicao ébvia de funcdes (que tomam termos como
argumentos e tém termos como valores) aos simbolos de funcao:
atribuimos ao simbolo de fung¢io /" a fungio que, dados n ter-
mos {1, ..., t, como entrada, produz o termo f*(#,...,t,) como
valor.

A ultima peca do quebra-cabeca é o que fazer com =. O pre-
dicado = tem uma interpretagao fixa: M k ¢ = ¢’ se e somente se
ValM (¢) = VaM (). Agora, se ajustarmos as coisas de modo que
o valor de um termo ¢ seja o préprio ¢, entdo esta estrutura nao
tornara verdadeira nenhuma sentenca da forma ¢ = ¢’ a menos
que ¢ e ¢’ sejam um unico e mesmo termo. E, claro, isso é um
problema, ja que basicamente toda teoria interessante em uma
linguagem com simbolos de fungdo terd como teoremas senten-
cas ¢t =t onde ¢ e t’ ndo sdo o mesmo termo (por exemplo, em
teorias da aritmética: (0 + 0) = 0). Para resolver este problema,
mudamos o dominio de M: em vez de usar termos como os ob-
jetos em |[M]|, usamos conjuntos de termos, e cada conjunto é tal
que contém todos aqueles termos que as sentencas em /" exigem
que sejam iguais. Assim, por exemplo, se /" é uma teoria da
aritmética, um desses conjuntos contera: o, (0 + 0), (0 X 0), etc.
Este sera o conjunto que atribuimos a 0, e acontecera que este
conjunto também é o valor de todos os termos nele, por exem-
plo, também de (0 + 0). Portanto, a sentenca (0 + 0) = 0 sera
verdadeira nesta estrutura revisada.



Entdo, aqui esta o que faremos. Primeiro investigamos as pro-
priedades dos conjuntos consistentes completos; em particular,
provamos que um conjunto consistente completo contém AA B se
e somente se contém tanto 4 quanto B, contém AV B se e somente
se contém pelo menos um deles, etc. (Proposicao 12.2). Em se-
guida, definimos e investigamos conjuntos “saturados” de sen-
tencas. Um conjunto saturado é aquele que contém condicionais
que ligam cada sentenca quantificada as suas instancias (Defini-
cao 12.5). Mostramos que qualquer conjunto consistente /" sem-
pre pode ser estendido a um conjunto saturado /"’ (Lema 12.6).
Se um conjunto é consistente, saturado e completo, ele também
tem a propriedade de conter 3x A(x) se e somente se contém A(¢)
para algum termo fechado ¢ e Vx A(x) se e somente se contém
A(t) para todo termo fechado ¢ (Proposicao 12.7). Em seguida,
tomaremos o conjunto consistente saturado [/’ e mostraremos
que ele pode ser estendido a um conjunto saturado, consistente
e completo /' (Lema 12.8). Este conjunto /™" é o que usaremos
para definir nosso modelo de termos M (/™). O modelo de ter-
mos tem o conjunto de termos fechados como seu dominio, e a
interpretacao de seus predicados é dada pelas sentencas atdmicas
em /I (Definicao 12.9). Usaremos as propriedades dos conjun-
tos consistentes completos e saturados para mostrar que, de fato,
M(I'*) £ A se e somente se 4 € I'* (Lema 12.12) e, portanto, em
particular, M (/") £ I". Por fim, consideraremos como definir um
modelo de termos se I contém = também (Definicao 12.16) e
mostraremos que ele satisfaz I™* (Lema 12.19).

12.3 Conjuntos Consistentes Completos de
Sentencas



Defini¢dao 12.1 (Conjunto completo). Um conjunto /" de sen-
tencas é completo se e somente se, para qualquer sentenca 4, ou
Ael'ou—-Ael.

Conjuntos completos de sentengas ndo deixam questdes sem
resposta. Para qualquer sentenca 4, I' “diz” se 4 é verdadeira
ou falsa. A importancia dos conjuntos completos estende-se para
além da prova do teorema da completude. Uma teoria que é
completa e axiomatizavel, por exemplo, é sempre decidivel.

Conjuntos consistentes completos sdo importantes na prova
de completude ja que podemos garantir que todo conjunto con-
sistente de sentencas I” esta contido em um conjunto consistente
completo I'™*. Um conjunto consistente completo contém, para
cada sentenca 4, ou 4 ou sua negaciao -4, mas nao ambas. Isso
é verdade em particular para sentengas atomicas, de modo que,
a partir de um conjunto consistente completo em uma linguagem
adequadamente expandida por simbolos de constante, podemos
construir uma estrutura onde a interpretacdo dos predicados é
definida de acordo com quais sentencas atomicas estdo em [™*.
Pode-se entdo mostrar que esta estrutura torna verdadeiras todas
as sentencas em /™" (e, portanto, também todas aquelas em I).
A prova deste altimo fato requer que -4 € I'* se e somente se
A¢rl*, (AV B) e I'* se e somente se A € I'* ou B € I'*, etc.

No que se segue, usaremos com frequéncia, de modo tacito,
as propriedades de reflexividade, monotonicidade e transitivi-
dade de F (ver se¢des 10.8 e 11.7).

Proposigao 12.2. Suponha que I' seja completo e consistente. Entdo:
7. Sel' + A, entdo A€ I.
2. ANB€eTI seesomentese Ac T eBel.
3 AVBeTl seesomentese Acl ouBel.

4. A—> B el seesomentese A¢ I ouBel.



Prova. Suponhamos, para tudo o que se segue, que /" seja com-
pleto e consistente.

1. Se '+ A,entao A €I

Suponha que I" + A. Suponha, ao contrario, que 4 ¢ I'.
Como I" é completo, =4 € I'. Por Proposicoes 10.20
e 11.20, I é inconsistente. Isso contradiz a suposicao de
que I" é consistente. Logo, ndo pode ser o caso que 4 ¢ I,
de modo que 4 € I'.

2. Exercicio.

3. Primeiro mostramos que, se AV B € I', entdo 4 € I' ou
Bel. SuponhaAvBel masd¢l eB¢I.Comol é
completo, =4 € I" e =B € I'. Por Proposi¢des 10.23 e 11.23,
item (1), I” é inconsistente, uma contradi¢do. Logo, A € I
ouBel.

Para a direcdo reversa, suponha que 4 € I" ou B € I'. Por
Proposicoes 10.23 e 11.23, item (2), I' + AV B. Por (1),
AV B €I’y como requerido.

4. Exercicio. O

12.4 Expansio de Henkin

Parte do desafio em provar o teorema da completude é que o
modelo que construimos a partir de um conjunto consistente
completo I" deve tornar verdadeiras todas as férmulas quanti-
ficadas em I'. Para garantir isso, usamos um truque devido a
Leon Henkin. Em esséncia, o truque consiste em expandir a
linguagem por infinitos simbolos de constante e adicionar, para
cada formula com uma variavel livre 4(x), uma formula da forma
dx A(x) — A(c), onde ¢ € um dos novos simbolos de constante.
Quando construimos a estrutura que satisfaz I, isso garantira
que cada sentenca existencial verdadeira tenha uma testemunha
entre as novas constantes.



Proposicao 12.3. Se I' ¢ consistente em £ ¢ £’ ¢ obtida de &
adicionando-se a infinito contdvel conjunto de novos simbolos de cons-
tante dy, di, ..., entd@o I é consistente em L’ .

Defini¢ao 12.4 (Conjunto saturado). Um conjunto I" de for-
mulas de uma linguagem &£ é saturado se e somente se, para
cada formula A(x) € Frm(%£) com uma variavel livre x, existe
um simbolo de constante ¢ € &£ tal que Ix A(x) — A(¢c) € I'.

A defini¢ao a seguir sera usada na prova do préximo teorema.

Defini¢ido 12.5. Seja &£’ como em Proposicao 12.3. Fixe uma
enumeracio Ao(xp), A1(x1), . ..de todas as formulas 4;(x;) de &’
nas quais uma variavel (x;) ocorre livre. Definimos as senten-
cas D, por inducdo sobre n.
Seja ¢y o primeiro simbolo de constante dentre os d; que adi-
cionamos a & que ndo ocorre em Ay(xp). Supondo que Dy,
.., Dy_1 ja tenham sido definidas, seja ¢, o primeiro dentre
os novos simbolos de constante d; que niao ocorre nem em Dy,
.., Dy_1 nem em A,(x,).
Agora seja D, a formula 3x, 4, (x,) — An(cy).

Lema 12.6. Todo conjunto consistente I' pode ser estendido a um con-
junto saturado consistente I''.

Prova. Dado um conjunto consistente de sentencas /" em uma lin-
guagem &, expanda a linguagem adicionando a infinito contavel
conjunto de novos simbolos de constante para formar &’. Por
Proposicao 12.3, I' ainda é consistente na linguagem mais rica.
Além disso, seja D; como em Defini¢ao 12.5. Seja

Io=T
Fn+1:FnU{Dn}



isto é, I'y41 = T'U{Dy,...,Dy},esejal” =\, I,. I’ é claramente
saturado.

Se I’ fosse inconsistente, entdo, para algum =, I, seria in-
consistente (Exercicio: explique por qué). Portanto, para mos-
trar que I é consistente, basta mostrar, por indugiao sobre z,
que cada conjunto I, é consistente.

A base da inducao é simplesmente a afirmacao de que Iy = I
é consistente, que é a hipétese do teorema. Para o passo de indu-
¢ao, suponha que I, seja consistente mas /.1 = I,,U{D,} seja in-
consistente. Lembre que D, é 3x, A,(x,) — 4,(¢y), onde 4, (x,)
¢ uma férmula de £’ com apenas a variavel x, livre. Pela ma-
neira como escolhemos os ¢, (ver Definicdo 12.5), ¢, ndo ocorre
em A,(x,) nem em [,.

Se I'; U {D,} é inconsistente, entdao I, + —D, e, portanto,
ambos os seguintes valem:

Iy v 3dx, An(xn) I+ _‘An(cn)

Como ¢, ndo ocorre em I, ou em A,(x,), Teoremas 10.25 e 11.25
se aplica. De I, + —A4,(c,), obtemos I, + Vx, —A4,(x,). As-
sim, temos que ambos I, + 3x, 4,(x,) e [, + Vx, ~A4,(x,), de
modo que o préprio I, é inconsistente. (Note que Vx, =4,(x,) F
—-3x, 4,(x,).) Contradicdao: supunha-se que I, fosse consistente.
Logo, I, U {D,} é consistente. m|

Mostraremos agora que conjuntos completos, consistentes que
sdo saturados tém a propriedade de que contém uma sentenca
universalmente quantificada se e somente se contém todas as suas
instancias e contém uma sentenca existencialmente quantificada
se e somente se contém pelo menos uma instancia. Usaremos
isso para mostrar que a estrutura que geraremos a partir de um
conjunto completo, consistente, saturado torna todas as suas sen-
tencas quantificadas verdadeiras.

Proposigao 12.7. Suponha que I' seja completo, consistente e satu-
rado.



7. Ax A(x) € I" se e somente se A(t) € I" para pelo menos um termo
fechado t.

2. Vx A(x) € I se e somente se A(t) € I' para todo termo fechado t.

Prova. 1. Suponha primeiro que 3x A(x) € I'. Como I" é sa-
turado, (3x 4(x) = A(¢)) € I' para algum simbolo de cons-
tante ¢. Por Proposicdes 10.24 e 11.24, item (1), e Proposi-
cao 12.2(1), A(¢) e I

Para a outra direcdo, a saturagdo ndo é necessaria: Supo-
nha A(¢t) € I'. Entdo I' + 3x A(x) por Proposicdes 10.26
e 11.26, item (1). Por Proposicao 12.2(1), 3x A(x) € I'.

2. Exercicio. a

12.5 Lema de Lindenbaum

Provamos agora um lema que mostra que qualquer conjunto con-
sistente de sentencas estd contido em algum conjunto de sen-
tencas que nio é apenas consistente, mas também completo. A
prova funciona adicionando uma sentenca de cada vez, garan-
tindo a cada passo que o conjunto permanece consistente. Faze-
mos isso de modo que, para todo 4, ou 4 ou —4 seja adicionada
em algum estagio. A unido de todos os estagios dessa construcao
entdo contém ou A4 ou sua negacao —4 e é, portanto, completa.
Ela também é consistente, ja que nos asseguramos, a cada esta-
gio, de ndo introduzir uma inconsisténcia.

Lema 12.8 (Lema de Lindenbaum). Zodo conjunto consistente
I' em uma linguagem & pode ser estendido a um conjunto consistente
completo I'*.



Prova. Seja I' consistente. Sejam Ay, A1, ... uma enumeragao de
todas as sentencas de &. Defina Iy =1, e

I,u{d,} sel,U{A,} é consistente;
Iy = L.
Iy U{-4,} caso contrario.

Seja I'* = >0 -

Cada I, é consistente: I é consistente por definicdo. Se
Iya1 = I, U {4,}, isso é porque este ultimo é consistente. Se
nao é, I',41 = I, U {—4,}. Temos que verificar que I, U {—4,}
é consistente. Suponha que nio seja. Entdo ambos I, U {A4,} e
I, U {=4,} sao inconsistentes. Isso significa que /', seria incon-
sistente por Proposicoes 10.21 e 11.21, contrariando a hipétese
de inducio.

Para todo n e todo i < =n, I; C I,. Isso segue por uma
simples indugao sobre n. Para n = 0, ndo ha i < 0, de modo que a
afirmacao vale automaticamente. Para o passo indutivo, suponha
que ela seja verdadeira para n. Mostramos que, se i < n + 1,
entdo I; C [y41. Temos Iy = I, U {4,} ou = I, U {=4,} por
constru¢do. Logo I, € I'y41. Se i < n+ 1, entdo I; C I, por
hipétese indutiva (se i < n) ou pelo fato trivial de que I, € I,
(se i = n). Obtemos que I'; C I';41 por transitividade de C.

Disso segue que I'* é consistente. Eis o porqué: Seja I'" C I'*
finito. Cada B € I’ também esta em [/ para algum i. Seja n o
maior destes. Como I'; C I, se i < n, todo B € I’ também esta
€Iy, isto é,I'" C I'y, e I, é consistente. Assim, todo subconjunto
finito I'” € I'* é consistente. Por Proposi¢es 10.17 e 11.17, ['* é
consistente.

Toda sentenca de Frm(&Z) aparece na lista usada para defi-
nir I'*. Se 4, ¢ I'*, entdo isso é porque I, U {4,} era inconsis-
tente. Mas entdo -4, € I'*, de modo que I'* é completo. |

12.6 Construcio de um Modelo

Por ora, nao nos preocupamos com =, isto €, queremos apenas
mostrar que um conjunto consistente /" de sentencas que nao con-



tém = é satisfativel. Primeiro estendemos /" a um conjunto consis-
tente, completo e saturado /™. Nesse caso, a definicio de um mo-
delo M(I'*) é simples: Tomamos o conjunto de termos fechados
de £’ como o dominio. Atribuimos cada simbolo de constante a
si mesmo e nos asseguramos de que, mais geralmente, para todo
termo fechado ¢, Val™"") (¢) = ¢. Aos predicados sdo atribuidas
extensdes de tal forma que uma sentenca atémica é verdadeira
em M(I'*) se e somente se estd em I'*. Isso obviamente tornara
verdadeiras em M (") todas as sentencas atdémicas em I'*. As
demais sdo verdadeiras desde que o /™" com que comecamos seja
consistente, completo e saturado.

Defini¢ao 12.9 (Modelo de termos). Seja /™™ um conjunto
consistente, completo e saturado de sentencas em uma lingua-
gem Z. O modelo de termos M(I"*) de I'* é a estrutura definida
como segue:

1. O dominio [M(I"*)| é o conjunto de todos os termos fecha-
dos de &£.

2. A interpretacdo de um simbolo de constante ¢ é o préprio
e: MU = ¢,

3. Ao simbolo de funcdo f é atribuida a funcao que, dados
como argumentos os termos fechados #, ..., f,, tem como
valor o termo fechado f(#,...,%,):

MIDN (@, ) = f(f, o)

4. Se R é um predicado de z lugares, entdo

(t1,...,ly) € RMU7) se e somente se R(ty,...,t,) €T,

Verificaremos agora que de fato temos Val™"") (¢) = ¢.



Lema 12.10. Se¢ja M(I™*) 0o modelo de termos de Definicao 12.9; entdo
ValMU™) (3) = ¢.

Prova. A prova é por indugao sobre ¢, onde o caso base, quando
¢ é um simbolo de constante, segue diretamente da defini¢ao
do modelo de termos. Para o passo de inducdo, assuma que
l,....,t, sao termos fechados tais que ValM(F*)(t,-) =1t e que f
€ um simbolo de fun¢do n-aria. Entao

ValM U (f (n,. . ot)) = M (VM (), VMU (1)
= M) (4, t,)
= f(tl,. .. ,tn),

e, assim, por indugdo, isto vale para todo termo fechado ¢. O

Uma estrutura M pode tornar verdadeira uma sentenga 3x A(x)
existencialmente quantificada sem que haja uma instancia 4(¢)
que ela torne verdadeira. Uma estrutura M pode tornar verdadei-
ras todas as instancias A(¢) de uma sentenca Vx A(x) universal-
mente quantificada sem tornar Vx A(x) verdadeira. Isso ocorre
porque, em geral, nem todo elemento de |[M| é o valor de um
termo fechado (M pode nao ser coberta). Esta é a razdo pela
qual a relacdo de satisfacdo é definida por meio de atribui¢oes
de variaveis. Entretanto, para o nosso modelo de termos M (/™)
isso ndo seria necessario — porque ela é coberta. Este é o con-
teido do préximo resultado.

Proposicao 12.11. Seja M(I'*) o modelo de termos de Defini-
¢do 12.9.

7. M(I"") & 3x A(x) se e somente se M (") £ A(t) para pelo menos
um termo fechado t.

2. M(I'*) £ Vx A(x) se e somente se M(I'*) £ A(t) para todo termo
Jechado t.



Prova. 1. Por Proposicao 7.19, M(I'*) £ JxA(x) se e so-
mente se, para pelo menos uma atribui¢ao de variaveis s,
M(I'*),s £ A(x). Como |[M(I*)| consiste nos termos fe-
chados de &, este é o caso se e somente se ha pelo menos
um termo fechado ¢ tal que s(x) = t e M(I'"),s £ A(x).
Por Proposicao 7.23, M(I'*),s £ A(x) se e somente se
M(I'*),s £ A(t), onde s(x) = t. Por Proposicao 7.18,
M(I'*),s £ A(t) se e somente se M(I'*) £ A(t), ja que A(¢)
¢ uma sentenca.

2. Exercicio. a

Lema 12.12 (Lema da Verdade). Suponha que A nao conte-
nha =. Entao M(I'*) £ A se ¢ somente se A € I'*.

Prova. Provamos ambas as dire¢des simultaneamente e por indu-
cao sobre A.

1. A= 1: M(I'") ¢ L por definicao de satisfacdo. Por outro
lado, L ¢ I'* ja que I'* é consistente.

2. A= R(#,....ty): M(I*) E R(#,...,t,) se e somente se
(t1,...,t,) € RMU") (pela definicao de satisfacao) se e so-
mente se R(Z,...,t,) € ['* (pela construgao de M(I™")).

3. A=-B: M(I'") e A se e somente se M(I'*) ¥ B (por defi-
nicdo de satisfacdo). Por hipotese de inducao, M(I'™*) ¥ B
se e somente se B ¢ I'*. Como I'* é consistente e completo,
B ¢ I'* se e somente se ~B € ['*.

4. A= B A C: Exercicio.

5 A= BV C: M(I'*) E A see somente se M(I'*) £ B ou
M(I'*) e C (por defini¢ao de satisfacdo) se e somente se
B eTI* ouC €I (por hipétese de inducdo). Este é o caso
se e somente se (B V C) € I'* (por Proposicao 12.2(3)).

6. A= B — C: Exercicio.



7. A =Vx B(x): Exercicio.

8. A =3xB(x): M(I'*) E A se e somente se M(I'*) £ B(?)
para pelo menos um termo ¢ (Proposi¢ao 12.11). Por hip6-
tese de inducido, este é o caso se e somente se B(¢) € I'*
para pelo menos um termo ¢. Por Proposicao 12.7, isto, por
sua vez, é o caso se e somente se dx B(x) € I'". O

12.7 Identidade

A constru¢do do modelo de termos dada na se¢do anterior é
suficiente para estabelecer a completude da légica de primeira
ordem para conjuntos /" que ndo contém =. O modelo de termos
satisfaz todo 4 € I'* que n3o contém = (e, portanto, todo 4 € I').
Ele nao funciona, no entanto, se = esta presente. A razao é que
I'* pode entdo conter uma sentenca ¢ = ¢/, mas no modelo de
termos o valor de qualquer termo é esse préprio termo. Logo, se
¢t e ' sao termos diferentes, seus valores no modelo de termos —
isto é, ¢t e t’, respectivamente — sdo diferentes, e assim ¢ = ¢’ é
falsa. Podemos corrigir isso, no entanto, usando uma construgao
conhecida como “fatoracao”.

Defini¢ao 12.13. Seja I'™* um conjunto consistente e completo
de sentencas em &. Definimos a relagdo = sobre o conjunto de
termos fechados de & por

t~t seesomentese t=¢erl”

Proposicao 12.14. A relacdo = tem as seguintes propriedades:

Q

1. = ¢ reflexiva.

Q

2. é simétrica.

é transitiva.

&
Q



4- Set =~ t', f éum simbolo de fungao, ¢ ta, ..., t;i—1, tis1, ..., by
sao termos fechados, entao

f(tl, . ~’ti—1’tati+13- . ,tn) ~ f(tl" . "ti—17t/’ti+1’- . atﬂ)

5. Set = t', R éum predicado, ety, ..., ti_1, tis1, ..., ty s@o termos
Jechados, entao

R(t1,...,t1,t,ti41,...,ty) € I'" se e somente se
R(ty,....t;i 1t bz, . ty) €T

Prova. Como I'* é consistente e completo, ¢t = ¢/ € I'* se e so-
mente se ["* + ¢ = t’. Assim, basta mostrar o seguinte:

1. I'" + t = ¢ para todos os termos fechados ¢.
2. Sel"+t=tentao I+t =1t.
3. Sel"+rt=tel™rt' =t",entdao '+t =1¢".
4. Se I'" +t =t', entdo
T F f(8,e ey bic1, b i1 e s by) = [(81,e ooy b1, big1s oo tn)

para todo simbolo de fun¢ao f de n lugares e termos fe-
chados #1, ..., ti_1, tiz1y -+ ., Ln.

5 Sel™ vt =1t el +r R(l,....ti-1,8,tiv1,. . ., Ly), €ntdo
I'*v R(t,...,ti-1,t',tix1,. . ., t,) para todo predicado R de
n lugares e termos fechados #1, ..., t;-1, tix1, ..., tn. O

Defini¢dao 12.15. Suponha que I'* seja um conjunto consistente
e completo em uma linguagem &, ¢ seja um termo fechado e =
como na defini¢do anterior. Entdo:

[t]e ={t':t € Tm(L),t ~ t'}



e Trm(L) /= {[¢t]~ : t € Trm(ZL)}.

Defini¢dao 12.16. Seja M = M(I"™*) o modelo de termos para I
de Definicao 12.9. Entao M/ é a seguinte estrutura:

1. M/ = Trm(Z)/-.

2. Mk =[¢].

3. ME([)snn o [tds) = [f (11 t)]s
4. ([t1)xs- s [ta]) € RM se e somente se M E R(t1,...,1,),
isto &, se e somente se R(#1,...,4,) € I'".

Note que definimos M~ e RM/~ para elementos de Trm (%) /~
referindo-nos a eles como [¢]~, isto é, por meio de representan-
tes t € [t]~. Temos que nos assegurar de que essas defini¢des
nao dependam da escolha desses representantes, isto €, de que,
para algumas outras escolhas ¢’ que determinam as mesmas clas-
ses de equivaléncia ([¢]~ = [¢]x), as defini¢coes produzam o
mesmo resultado. Por exemplo, se R é um predicado de um
lugar, a ultima clausula da definicao diz que [¢]~ € RMF se e
somente se M £ R(t). Se, para algum outro termo ¢’ com ¢ = ¢/,
M £ R(t), entdo a definicao exigiria [¢']~ ¢ RME_ Se ¢ ~ ¢/, entdo
[t]~ = [t']~, mas ndo podemos ter a0 mesmo tempo [¢]~ € RM/~
e [t]~ ¢ RM/~. Entretanto, Proposicao 12.14 garante que isso nao
pode acontecer.

Proposicao 12.17. M/ estd bem definida, isto ¢, se ty, ..., ty, t; 15
., Ly, s@o termos fechados, e t; = t/, entdo

7. [f(t,. . tn))s = [f(E],....1)]~, isto é,
f(t,....ty) = f(8],....t,)



2. MER(t,...,t,) seesomente se Mk R(t,...,t,), isto ¢,
R(t,...,t,) € I'" seesomente se R(t,...,t,) €.
Prova. Segue de Proposicao 12.14 por indugao sobre z. m]

Como no caso do modelo de termos, antes de provar o lema
da verdade precisamos do seguinte lema.

Lema 12.18. Seja M = M(I'*); entdo Val= (1) = [t]~.

Prova. A prova é similar a de Lema 12.10. O

Lema 12.19. M/. £ A se ¢ somente se A € I'* para todas as senten-
¢as A.

Prova. Por inducdo sobre A, exatamente como na prova de
Lema 12.12. O tnico caso que precisa de atencdo adicional é
quando A=t =1¢".

M/. e ¢t = ¢’ se e somente se [¢]~ = [¢']~ (por defini¢do de M/x)
se e somente se ¢ ~ ¢’ (por defini¢do de [¢]~)

se e somente se { = ¢’ € I'" (por defini¢do de ). O

Note que, embora M (/") seja sempre contavel e infinita, M /.
pode ser finita, ja que pode ocorrer que haja apenas finitas classes
[t]~. Isso é de se esperar, ja que I" pode conter sentencas que
exigem que qualquer estrutura na qual elas sejam verdadeiras seja
finita. Por exemplo, Vx Vy x = y é uma sentenca consistente, mas
é satisfeita apenas em estruturas com um dominio que contém
exatamente um elemento.



12.8 O Teorema da Completude

Vamos combinar nossos resultados: chegamos ao teorema da
completude.

Teorema 12.20 (Teorema da Completude). S¢ja I um con-
Junto de sentengas. Se I" ¢ consistente, entdo ¢ satisfativel.

Prova. Suponha que I" seja consistente. Por Lema 12.6, existe
um conjunto saturado consistente /” O I". Por Lema 12.8, existe
um /™ 2 I’ que é consistente e completo. Como I’ C I'*, para
cada formula A(x), I'* contém uma sentenca da forma Jx A(x) —
A(c) e, assim, I'* é saturado. Se I' ndo contém =, entdo, por
Lema 12.12, M(I'*) £ A se e somente se 4 € I'*. Disso segue,
em particular, que, para todo 4 € I', M(I'*) £ 4, de modo que
I' é satisfativel. Se I" de fato contém =, entdo, por Lema 12.19,
para todas as sentencas 4, M/~ £ A se e somente se 4 € ['".
Em particular, M/ £ A para todo 4 € I', de modo que I é
satisfativel. O

Corolario 12.21 (Teorema da Completude, Segunda Versao).
Para todo I' ¢ sentengas A: se I’ £ A entao I’ + A.

Prova. Note que os I' em Corolario 12.21 e Teorema 12.20 sdo
universalmente quantificados. Para nos certificarmos de que nao
nos confundimos, reformulemos Teorema 12.20 usando uma va-
riavel diferente: para qualquer conjunto de sentencgas 4, se 4 é
consistente, entdo € satisfativel. Por contraposicao, se 4 nao é
satisfativel, entdo 4 € inconsistente. Usaremos isso para provar
o corolario.

Suponha que I' £ 4. Entao I' U {-4} é insatisfativel por
Proposicao 7.28. Tomando I" U {—A4} como nosso 4, a versdao
anterior de Teorema 12.20 nos da que I" U {—A4} ¢é inconsistente.
Por Proposi¢des 10.19 e 11.19g, I + 4. O



12.9 O Teorema da Compacidade

Uma consequéncia importante do teorema da completude é o
teorema da compacidade. O teorema da compacidade afirma
que, se cada subconjunto finito de um conjunto de sentencas é
satisfativel, o conjunto inteiro € satisfativel — mesmo que o pro-
prio conjunto seja infinito. Isso esta longe de ser 6bvio. Nao ha
nada que pareca descartar, ao menos a primeira vista, a possi-
bilidade de existirem conjuntos infinitos de sentencas que sejam
contraditérios, mas em que a contradicdo sé surge, por assim
dizer, do nimero infinito. O teorema da compacidade diz que
tal cenario pode ser descartado: ndo existem conjuntos infinitos
insatisfativeis de sentencas tais que cada subconjunto finito deles
seja satisfativel. Como o teorema da completude, ele tem uma
versao relacionada a consequéncia logica: se um conjunto infi-
nito de sentencas implica algo, entdo ja um subconjunto finito o
implica.

Defini¢ao 12.22. Um conjunto /" de formulas é finitamente satis-
fativel se e somente se todo Iy C I’ finito é satisfativel.

Teorema 12.23 (Teorema da Compacidade). O seguinte vale
para quaisquer sentengas I e A:

1. I' £ A se e somente se existe um Iy C I' finito tal que I'y £ A.

2. I ¢ satisfativel se e somente se ¢ finitamente satisfativel.

Prova. Provamos (2). Se I" € satisfativel, entdo existe uma estru-
tura M tal que M £ A para todo 4 € I'. E claro que essa M
também satisfaz todo subconjunto finito de I", de modo que I" é
finitamente satisfativel.

Agora suponha que /" seja finitamente satisfativel. Entao todo
subconjunto finito Iy € I" é satisfativel. Pela correcao (Corola-
rios 10.31 e 11.29), todo subconjunto finito é consistente. Entao
o proprio I" deve ser consistente por Proposicoes 10.17 e 11.17.



Pela completude (Teorema 12.20), como I" é consistente, ele é
satisfativel. O

Exemplo 12.24. Em todo modelo M de uma teoria I', cada
termo ¢ obviamente designa um elemento de |[M|. Podemos ga-
rantir que também seja verdade que todo elemento de |[M| seja
designado por algum termo? Em outras palavras, existem teo-
rias I" cujos modelos sdao todos cobertos? O teorema da compa-
cidade mostra que esse nao é o caso se /" tem modelos infinitos.
Eis como ver isso: Seja M um modelo infinito de I', e seja ¢
um simbolo de constante que nio esta na linguagem de I". Seja
4 o conjunto de todas as sentengas ¢ # ¢ para { um termo na
linguagem & de I, isto &,

A={c#t:teTrm(ZL)}.

Um subconjunto finito de I"U4 pode ser escrito como /'UA4’, com
I'"cTI'ed C 4. Como 4’ é finito, ele pode conter apenas finitos
termos. Seja a € [M| um elemento de [M| que nao é designado
por nenhum deles, e seja M’ a estrutura que é exatamente como
M, mas com ¢M = 4 também. Como a # Val(¢) para todo ¢
que ocorre em A, M" £ 4. ComoM £ I', I’ C I', e ¢ ndo
ocorre em /', também M’ £ I"’. Juntando, M’ £ I'" U A" para todo
subconjunto finito I U 4" de I' U 4. Assim, todo subconjunto
finito de I" U 4 ¢ satisfativel. Por compacidade, o préprio I"U 4 é
satisfativel. Logo, existem modelos M £ I" U 4. Todo tal M é um
modelo de I', mas ndo é coberto, ja que Val (¢) # ValM (¢) para
todos os termos ¢ de &£.

Exemplo 12.25. Considere uma linguagem & contendo o pre-
dicado <, simbolos de constante o, 1, e simbolos de funcao +,
X, e —. Seja I" o conjunto de todas as sentencas nesta linguagem
verdadeiras na estrutura Q com dominio Q e as interpretagdes
obvias. I é o conjunto de todas as sentencas de & verdadeiras
a respeito dos numeros racionais. E claro que, em Q (e mesmo
em R), ndo ha niimeros r que sejam maiores que 0 mas menores
que 1/k para todo £ € Z*. Tal namero, se existisse, seria um



infinitesimal: nao nulo, mas infinitamente pequeno. O teorema
da compacidade pode ser usado para mostrar que ha modelos
de I" nos quais infinitesimais existem. Nao temos um simbolo de
funcdo para a divisdo em nossa linguagem (a divisdo por zero
é indefinida, e simbolos de fun¢do tém de ser interpretadas por
funcoes totais). Contudo, ainda podemos expressar que r < 1/k,
ja que isso ocorre se e somente se 7 - £ < 1. Agora seja ¢ um sim-
bolo de constante nova e seja 4

{o<clU{exk<1:keZ")

(onde k= (1+(1+---+(1+1)...)) com £k 1’s). Para qualquer
subconjunto finito 4 de 4 existe um K tal que todas as sentencas
¢xk < 1emdytém k < K. Se expandirmos Q para Q' com
¢? =1/K temos que Q' £ Iy U 4y para qualquer Iy C I finito,
e assim /" U 4 é finitamente satisfativel (Exercicio: prove isso
em detalhe). Por compacidade, I" U 4 ¢é satisfativel. Qualquer

modelo S de I" U 4 contém um infinitesimal, a saber ¢5.

Exemplo 12.26. Sabemos que a l6gica de primeira ordem com
identidade pode expressar que o tamanho do dominio deve ter
algum tamanho minimo: A sentenca A, (que diz “existem pelo
menos 7 objetos distintos”) é verdadeira apenas em estruturas
onde |M| tem pelo menos 7 objetos. Assim, se tomarmos

A={Adsy:n>1}

entdo qualquer modelo de 4 deve ser infinito. Desse modo, po-
demos garantir que uma teoria s6 tenha modelos infinitos adi-
cionando 4 a ela: os modelos de I" U 4 sdo todos os modelos
infinitos de I', e apenas eles.

Portanto, a logica de primeira ordem pode expressar a in-
finitude. O teorema da compacidade mostra que ela nao pode
expressar a finitude, no entanto. Pois suponha que algum con-
junto de sentencas A fosse satisfeito em todas as estruturas finitas,
e apenas nelas. Entdo 4 U A é finitamente satisfativel. Por qué?
Suponha que 4" U A’ C 4 U A seja finito, com 4" C 4 e A" C A.



Seja #n o maior numero tal que 45, € 4’. A, sendo satisfeito em
todas as estruturas finitas, tem um modelo M com um namero
finito de elementos, mas > n deles. Mas entao M £ 4" U A’. Por
compacidade, 4 U A tem um modelo infinito, contradizendo a
suposicdo de que A é satisfeito apenas em estruturas finitas.

12.10 Uma Prova Direta do Teorema da
Compacidade

Podemos provar o Teorema da Compacidade diretamente, sem
apelar ao Teorema da Completude, usando as mesmas ideias da
prova do teorema da completude. Na prova do Teorema da Com-
pletude, comeg¢amos com um conjunto I” consistente de senten-
cas, expandimos-o para um conjunto /" de sentencas consistente,
saturado, e completo, e entdo mostramos que no modelo de ter-
mos M(I'*) construido a partir de I'*, todas as sentencas de I
sao verdadeiras, de modo que I” é satisfativel.

Podemos usar o mesmo método para mostrar que um con-
junto finitamente satisfativel de sentencas é satisfativel. S6 temos
que provar as versdes correspondentes dos resultados que levam
ao lema da verdade, substituindo “consistente” por “finitamente
satisfativel”.

Proposigao 12.27. Suponha que I' ¢ completo ¢ finitamente satisfa-
tivel. Entdo:

1. (AN B) €I se ¢ somente se, tanto A € I' quanto B € I'.
2. (AV B) €T se esomentese, AcT ouBel.

3 (A—> B) €T se, esomentese, A¢ I ouBel.

Lema 12.28. 7odo conjunto finitamente satisfativel I' pode ser esten-
dido a um conjunto saturado finitamente satisfativel I''.



Proposicao 12.29. Suponha que I" é completo, finitamente satisfati-
vel e saturado.

7. Ax A(x) € I se, e somente se, A(t) € I' para pelo menos um
termo fechado t.

2. Vx A(x) € I se, e somente se, A(t) € I' para todos os termos
Jechados t.

Lema 12.30. 70do conjunto finitamente satisfativel I’ pode ser esten-
dido a um conjunto completo e finitamente satisfativel I'*.

Teorema 12.31 (Compacidade). I" ¢ satisfativel se, ¢ somente se,
¢ finitamente satisfativel.

Prova. Se I' é satisfativel, entdo ha uma estrutura M tal que M k
A para todo 4 € I'. E claro que esta M também satisfaz todo
subconjunto finito de I", de modo que /" é finitamente satisfativel.

Agora suponha que [I' é finitamente satisfativel. = Por
Lema 12.28, ha um conjunto finitamente satisfativel e saturado
I 2 I'. Por Lema 12.30, I'"" pode ser estendido a um conjunto
completo e finitamente satisfativel I'*, e I'* ainda é saturado.
Construa o modelo de termos M(I"*) como em Defini¢ao 12.q.
Note que Proposicao 12.11 nao dependeu do fato de que I'* é con-
sistente (ou completo ou saturado, alias), mas apenas do fato de
que M(I"*) é coberta. A prova do Lema da Verdade (Lema 12.12)
funciona se substituirmos referéncias a Proposicao 12.2 e Propo-
sicao 12.7 por referéncias a Proposicao 12.27 e Proposicao 12.290

12.11 O Teorema de Lowenheim-Skolem

O Teorema de Lowenheim—Skolem diz que se uma teoria tem
um modelo infinito, entdo ela também tem um modelo que é
no maximo infinito contavel. Uma consequéncia imediata desse



fato é que a logica de primeira ordem niao pode expressar que
o tamanho de uma estrutura é incontavel: qualquer sentenca ou
conjunto de sentencas satisfeito em todas as estruturas inconta-
veis também é satisfeito em alguma estrutura contavel.

Teorema 12.32. Se I' ¢ consistente, entdo ela tem um modelo con-
tdvel, isto ¢, ¢ satisfativel em uma estrutura cujo dominio ¢ finito ou
infinito contdvel.

Prova. Se I' é consistente, a estrutura M fornecida pela prova do
teorema da completude tem um dominio |[M| que nio é maior
do que o conjunto dos termos da linguagem <. Assim M é no
maximo infinito contéavel. |

Teorema 12.33. Se ' é um conjunto consistente de sentengas na lin-
guagem da légica de primeira ordem sem identidade, entdo ela tem um
modelo infinito contdvel, isto ¢, ¢ satisfativel em uma estrutura cujo
dominio ¢ infinito e contdvel.

Prova. Se I' é consistente e ndo contém sentencas em que a iden-
tidade aparece, entdo a estrutura M fornecida pela prova do te-
orema da completude tem um dominio |M| idéntico ao conjunto
dos termos da linguagem &’. Assim M é infinito contavel, pois
Trm(&£’) o é. o

Exemplo 12.34 (Paradoxo de Skolem). A teoria dos conjun-
tos de Zermelo-Fraenkel ZFC é um arcabouc¢o muito poderoso
no qual praticamente todas as afirmac¢ées matematicas podem
ser expressas, incluindo fatos sobre os tamanhos de conjuntos.
Assim, por exemplo, ZFC pode provar que o conjunto R dos nu-
meros reais é incontéavel, pode provar o Teorema de Cantor de
que o conjunto poténcia de qualquer conjunto é maior do que o
proprio conjunto, etc. Se ZFC é consistente, seus modelos sao to-
dos infinitos e, além disso, todos contém elementos sobre os quais
a teoria diz que sdo incontéaveis, como o elemento que torna ver-
dadeiro o teorema de ZFC de que o conjunto poténcia dos ntime-
ros naturais existe. Pelo Teorema de Léwenheim—Skolem, ZFC



também tem modelos contaveis—modelos que contém conjuntos
“incontaveis”, mas que eles mesmos sdo contaveis.

Resumo

O teorema da completude é a reciproca do teorema da cor-
recio. Em uma forma, ele afirma que se I £ 4, entdo I" + 4;
em outra, que se /" é consistente, entdo é satisfativel. Provamos
a segunda forma (e derivamos a primeira a partir da segunda).
A prova é trabalhosa e requer varios passos. Comecamos com
um conjunto consistente /". Primeiro, acrescentamos infinitos
novos simbolos de constante ¢;, bem como féormulas da forma
Jx A(x) — A(c), em que cada formula A(x) com uma variavel li-
vre na linguagem expandida é emparelhada com uma das novas
constantes. Isso resulta em um conjunto consistente saturado de
sentencas contendo /. Ele ainda é consistente. Agora tomamos
esse conjunto e o estendemos a um conjunto consistente com-
pleto. Um conjunto consistente completo tem a agradavel pro-
priedade de que, para qualquer sentenca 4, ou 4 ou =4 esta no
conjunto (mas nunca ambos). Como partimos de um conjunto
saturado, temos agora um conjunto de sentencas /" saturado,
completo e consistente que inclui /. A partir desse conjunto, é
agora possivel definir uma estrutura M tal que M(I'*) £ 4 se e
somente se A € I'*. Em particular, M(I'™*) £ I', isto é, I" é sa-
tisfativel. Se = esta presente, a construcdo é ligeiramente mais
complexa.

Dois corolarios importantes seguem do teorema da comple-
tude. O teorema da compacidade afirma que I" £ 4 se e so-
mente se Ip £ A para algum Iy C I finito. Uma formulacao
equivalente é que I" é satisfativel se e somente se todo Iy C I
finito € satisfativel. O teorema da compacidade ¢é util para provar
a existéncia de estruturas com certas propriedades. Por exemplo,
podemos usa-lo para mostrar que ha modelos infinitos para toda
teoria que tem modelos finitos arbitrariamente grandes. Isso sig-
nifica, em particular, que a finitude ndo pode ser expressa na



logica de primeira ordem. O segundo corolario, o Teorema de
Loéwenheim-Skolem, afirma que todo /" satisfativel tem um mo-
delo contavel. Ele, por sua vez, mostra que a incontabilidade nao
pode ser expressa na logica de primeira ordem.

Problemas

Problema 12.1. Complete a prova de Proposicao 12.2.
Problema 12.2. Complete a prova de Proposi¢ao 12.11.
Problema 12.3. Complete a prova de Lema 12.12.
Problema 12.4. Complete a prova de Proposicao 12.14.
Problema 12.5. Complete a prova de Lema 12.18.

Problema 12.6. Use Corolario 12.21 para provar Teo-
rema 12.20, mostrando assim que as duas formula¢ées do
teorema da completude sdo equivalentes.

Problema 12.7. Para que um sistema de derivacdo seja com-
pleto, suas regras devem ser fortes o suficiente para provar que
todo conjunto insatisfativel é inconsistente. Quais das regras de
derivacao foram necessarias para provar a completude? Alguma
dessas regras nao € usada em nenhum lugar da prova? Para res-
ponder a essas perguntas, faca uma lista ou diagrama que mostre
quais das regras de derivacao foram usadas em quais resultados
que levam a prova de Teorema 12.20. Certifique-se de anotar
quaisquer usos tacitos de regras nessas provas.

Problema 12.8. Prove (1) de Teorema 12.23.

Problema 12.9. No modelo padrio da aritmética N, nao ha ele-
mento £ € [N| que satisfaca toda férmula 7 < x (onde z é 0"’
com n 7’s). Use o teorema da compacidade para mostrar que o



conjunto de sentencas na linguagem da aritmética que sdo ver-
dadeiras no modelo padrao da aritmética N também sao verda-
deiras em uma estrutura N’ que contém um elemento que de fato
satisfaz toda formula 7 < x.

Problema 12.10. Prove Proposicao 12.27. Evite o uso de F.

Problema 12.11. Prove Lema 12.28. (Dica: o passo crucial é
mostrar que se [, € finitamente satisfativel, entao I, U {D,} tam-
bém o é, sem qualquer apelo a derivac¢des ou consisténcia.)

Problema 12.12. Prove Proposi¢ao 12.2q.

Problema 12.13. Prove Lema 12.30. (Dica: o passo crucial é
mostrar que se [, é finitamente satisfativel, entao ou I, U {4,}
oul, U{—-4,} ¢ finitamente satisfativel.)

Problema 12.14. Escreva a prova completa do Lema da Ver
dade (Lema 12.12) na versao necessaria para a prova de Teo-
rema 12.31.



CAPITULO 13

13.1 Visdo Geral

A logica de primeira ordem nio é o unico sistema de logica de
interesse: ha muitas extensdes e variacdes da logica de primeira
ordem. Uma légica normalmente consiste na especificacao for-
mal de uma linguagem, geralmente, mas nem sempre, em um
sistema dedutivo e, geralmente, mas nem sempre, em uma se-
mantica pretendida. Mas o uso técnico do termo levanta uma
pergunta 6bvia: o que as légicas que nao sdo légicas de primeira
ordem tém a ver com a palavra “l6gica”, usada no sentido intui-
tivo ou filosofico? Todos os sistemas descritos abaixo sdo pro-
jetados para modelar o raciocinio de uma forma ou de outra;
podemos dizer o que os torna logicos?

Nao ha respostas faceis. A palavra “légica” é usada de di-
ferentes maneiras e em diferentes contextos, e a no¢io, como
a de “verdade”, tem sido analisada a partir de numerosos po-
sicionamentos filoso6ficos. Por exemplo, pode-se considerar que
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o objetivo do raciocinio légico é a determinacdo de quais afir-
macdes sdo necessariamente verdadeiras, verdadeiras a priori,
verdadeiras independentemente da interpreta¢ao dos termos nao
légicos, verdadeiras em virtude de sua forma, ou verdadeiras por
convencao linguistica; e cada uma dessas concepg¢des requer bas-
tante esclarecimento. Mesmo que se restrinja a atencdo ao tipo
de l6gica usada na matematica, ha pouco acordo quanto ao seu
alcance. Por exemplo, no Principia Mathematica, Russell e Whi-
tehead tentaram desenvolver a matematica com base na logica,
na tradicdo logicista iniciada por Frege. Seu sistema de légica
era uma forma de logica de tipo superior semelhante a descrita
abaixo. No final, foram for¢ados a introduzir axiomas que, pela
maioria dos padrdes, ndo parecem puramente logicos (notavel-
mente, o axioma do infinito e o axioma da redutibilidade), mas
pode-se, ainda assim, sustentar que algumas formas de raciocinio
de ordem superior devem ser aceitas como logicas. Em contraste,
Quine, cuja ontologia ndo admite “proposicoes” como objetos le-
gitimos de discurso, argumenta que a légica de segunda ordem
e a de ordem superior sdo realmente manifestacdes da teoria dos
conjuntos em pele de cordeiro; em outras palavras, sistemas que
envolvem quantificacdo sobre predicados nao sao puramente 16-
gicos.

Por enquanto, é melhor deixar tais questdes filosoficas para
um dia chuvoso e simplesmente pensar nos sistemas abaixo como
idealizacoes formais de varios tipos de raciocinio, l6gico ou nao.

13.2 Logica de Miltiplas Ordenacdes

Na légica de primeira ordem, variaveis e quantificadores variam
sobre um unico dominio. Mas é frequentemente til ter varios do-
minios (disjuntos): por exemplo, pode-se querer ter um dominio
de nameros, um dominio de objetos geométricos, um dominio
de funcoes de nuimeros para numeros, um dominio de grupos
abelianos, e assim por diante.



A légica de multiplas ordenacées fornece esse tipo de arca-
bouco. Comega-se com uma lista de “ordenagdes”—a “ordena-
¢ao” de um objeto indica o “dominio” que ele deveria habitar.
Tem-se entdo variaveis e quantificadores para cada ordenacao e
(geralmente) uma identidade para cada ordenacdo. Fungdes e
relagdes também sdo “tipadas” pelas ordenac¢oes dos objetos que
podem receber como argumentos. Caso contrario, mantém-se
as regras usuais da logica de primeira ordem, com versoes das
regras de quantificadores repetidas para cada ordenacao.

Por exemplo, para estudar relagdes internacionais, poderia-
mos escolher uma linguagem com dois tipos de objetos, cidadaos
franceses e cidadiaos alemies. Poderiamos ter uma relacdo una-
ria, “bebe vinho”, para objetos da primeira ordenacao; outra re-
lacao unaria, “come wurst”, para objetos da segunda ordenacao;
e uma relacdo binaria, “forma um casal multinacional”, que re-
cebe dois argumentos, onde o primeiro argumento é da primeira
ordenacdo e o segundo argumento é da segunda ordenacgao. Se
usarmos variaveis a, b, ¢ para variar sobre cidadaos franceses e
X, y, z para variar sobre cidadaos alemaes, entao

VaVx[(CasadoCom(a,x)—(BebeVinho(a)v-ComeWurst(x))]]

afirma que, se algum francés for casado com um aleméo, ou o
francés bebe vinho ou o alemio ndo come wurst.

Alogica de multiplas ordenagdes pode ser embutida na légica
de primeira ordem de maneira natural, reunindo todos os objetos
dos dominios de multiplas ordena¢des em um tinico dominio de
primeira ordem, usando predicados unarios para acompanhar as
ordenacdes e relativizando quantificadores. Por exemplo, a lin-
guagem de primeira ordem correspondente ao exemplo acima
teria predicados unarios “Alemao” e “Frances”, além das ou-
tras relacdes descritas, com os requisitos de ordenacao elimina-
dos. Um quantificador ordenado Vx 4, onde x é uma variavel da
ordenacdo alema, traduz-se para

Vx (Alemao(x) — A).



Precisamos adicionar axiomas que garantam que as orde-
nacoes sejam separadas—por exemplo, Vx-(Alemao(x) A
Frances(x))—, bem como axiomas que garantam que “bebe vi-
nho” s6 vale de objetos que satisfazem o predicado Frances(x),
etc. Com essas convencdes e axiomas, nao é dificil mostrar que
sentencas de multiplas ordenacoes traduzem-se em sentengas de
primeira ordem, e derivacdes de multiplas ordenacdes traduzem-
se em derivagdes de primeira ordem. Além disso, estruturas de
multiplas ordenacoes “traduzem-se” em estruturas de primeira
ordem correspondentes e vice-versa, de modo que também te-
mos um teorema de completude para a logica de multiplas orde-
nacoes.

13.3 Logica de Segunda Ordem

A linguagem da logica de segunda ordem permite quantificar nao
apenas sobre um dominio de individuos, mas também sobre re-
lagdes nesse dominio. Dada uma linguagem de primeira ordem
<, para cada £ adiciona-se variaveis R que variam sobre rela-
cOes k-arias, e permite-se quantificacdo sobre essas variaveis. Se
R é uma variavel para uma relacdo k-aria, e f, ..., f; sdo ter
mos ordinarios (de primeira ordem), R(¢,...,#) é uma férmula
atomica. Caso contrario, o conjunto de férmulas € definido exata-
mente como no caso da légica de primeira ordem, com clausulas
adicionais para quantificacdo de segunda ordem. Note que te-
mos apenas a identidade para termos de primeira ordem: se R e
S sdo variaveis de relacio de mesma aridade k£, podemos definir
R = § como uma abreviacdo de

Vag... Vap (R(x1,...,x5) & S(x1,...,%1)).

As regras para a légica de segunda ordem simplesmente es-
tendem as regras de quantificadores as novas variaveis de se-
gunda ordem. Aqui, porém, é preciso ter um pouco de cuidado
para explicar como essas varidveis interagem com os predicados
de &, e com féormulas de & de modo mais geral. No minimo,



variaveis de relacdo contam como termos, de modo que temos
inferéncias da forma

A(R) r 3R A(R)

Mas se £ € a linguagem da aritmética com um simbolo de rela-
cdo constante <, também esperariamos que a seguinte inferéncia
fosse valida:

x<yr3RR(x,y)

ou, para uma dada féormula 4,
A(x1,...,x¢) v AR R(x1,...,x;)
Mais geralmente, podemos querer permitir inferéncias da forma
A[Ax.B(%)/R] +3R A

onde A[A1%. B(X)/R] denota o resultado de substituir cada for-
mula atdmica da forma R#,...,% em A por B(f,...,4). Esta
ultima regra é equivalente a ter um esquema de compreensao, isto é,
um axioma da forma

ARVx1,...,x; (A(x1,...,x:) © R(x1,...,x)),

um para cada féormula 4 na linguagem de segunda ordem, em
que R nao é uma variavel livre. (Exercicio: mostre que se R for
permitida em 4, esse esquema € inconsistente!)

Quando 1dgicos se referem aos “axiomas da logica de se-
gunda ordem”, geralmente querem dizer a extensdo minima da
logica de primeira ordem pelas regras de quantificadores de se-
gunda ordem juntamente com o esquema de compreensao. Mas é
frequentemente interessante estudar subsistemas mais fracos des-
ses axiomas e regras. Por exemplo, note que em toda a sua gene-
ralidade o esquema de axiomas de compreensao é impredicativo:
ele permite afirmar a existéncia de uma relacao R(x1,...,x;) que
é “definida” por uma férmula com quantificadores de segunda
ordem; e esses quantificadores variam sobre o conjunto de todas



essas relagdes—um conjunto que inclui R em si! Por volta da vi-
rada do século XX, uma reacdo comum ao paradoxo de Russell
foi atribuir a culpa a tais defini¢des e evita-las ao desenvolver os
fundamentos da matematica. Se se proibe o uso de quantificado-
res de segunda ordem na formula 4, tem-se uma forma predicativa
de compreensio, que € um pouco mais fraca.

Do ponto de vista semantico, pode-se pensar em uma estru-
tura de segunda ordem como consistindo em uma estrutura de
primeira ordem para a linguagem, juntamente com um conjunto
de relaces no dominio sobre o qual variem os quantificadores de
segunda ordem (mais precisamente, para cada £ ha um conjunto
de relagdes de aridade k). E claro que, se a compreensio estiver
incluida no sistema de derivacdo, entdo temos o requisito adici-
onal de que ha relacoes suficientes na “parte de segunda ordem”
para satisfazer os axiomas de compreensio—caso contrario, o
sistema de derivacdo nao é correto! Uma maneira facil de garan-
tir que ha relacdes suficientes é tomar a parte de segunda ordem
como consistindo de todas as relagdes sobre a parte de primeira
ordem. Uma tal estrutura é chamada plena, e, de certo modo, é
realmente a “estrutura pretendida” para a linguagem. Se restrin-
girmos a aten¢do a estruturas plenas, temos o que se conhece
como a semantica de segunda ordem plena. Nesse caso, espe-
cificar uma estrutura reduz-se a especificar a parte de primeira
ordem, pois o conteudo da parte de segunda ordem segue disso
implicitamente.

Para resumir, ha certa ambiguidade ao falar de 16gica de se-
gunda ordem. Em termos do sistema de derivacdo, pode-se ter
em mente

1. Um sistema de derivacao de segunda ordem “minimo”, jun-
tamente com alguns axiomas de compreensao.

2. O sistema de derivagdo de segunda ordem “padrao”, com
compreensdo plena.

Em termos da semdntica, pode interessar



1. A semantica “fraca”, em que uma estrutura consiste em
uma parte de primeira ordem, juntamente com uma parte
de segunda ordem grande o suficiente para satisfazer os
axiomas de compreensao.

2. A semantica de segunda ordem “padrao”, em que se con-
sideram apenas estruturas plenas.

Quando légicos nao especificam o sistema de derivacdo ou a se-
mantica que tém em mente, geralmente se referem ao segundo
item de cada lista. A vantagem de usar essa semdntica é que,
como veremos, ela nos da descri¢des categdricas de muitas es-
truturas matematicas naturais; ao mesmo tempo, o sistema de
derivacgao é bastante forte, e correto para essa semantica. A des-
vantagem € que o sistema de derivacdo ndo é completo para a se-
mantica; de fato, nenhum sistema de derivacao efetivamente dado
é completo para a semantica plena de segunda ordem. Por outro
lado, veremos que o sistema de derivagdo ¢ completo para a se-
mantica enfraquecida; isso implica que, se uma sentenca nao for
demonstravel, entdo ha alguma estrutura, nao necessariamente a
plena, na qual ela é falsa.

A linguagem da logica de segunda ordem é bastante rica.
Pode-se identificar relacées unarias com subconjuntos do domi-
nio, e assim, em particular, pode-se quantificar sobre esses con-
juntos; por exemplo, pode-se expressar indu¢do para os nimeros
naturais com um unico axioma

VR ((R(0) A Vx (R(x) = R(x"))) — Vx R(x)).

Se se toma a linguagem da aritmética com os simbolos 0,7, +,x
e <, pode-se adicionar os seguintes axiomas para descrever seu
comportamento:

1. Vx—-x' =0
2. VxVy (s(x) =s(y) > x=y)

3. Vx(x+0)=x



4. VxVy (x+y') = (x +y)
5 Vx(xxo0)=0
6. VxVy (x xy') = ((x X y) + x)

7. VaVy(x <y o Jzy = (x+2'))

Nao ¢é dificil mostrar que esses axiomas, juntamente com o axi-
oma de indu¢do acima, fornecem uma descri¢do categérica da
estrutura N, o modelo padrido da aritmética, desde que esteja-
mos usando a semantica plena de segunda ordem. Dada qual-
quer estrutura M na qual esses axiomas sdo verdadeiros, defina
uma func¢do f de N para o dominio de M usando recursdo or-
dinaria em N, de modo que £(0) = oM e f(x +1) = M(f(x)).
Usando inducdo ordinaria em N e o fato de que os axiomas (1)
e (2) valem em M, vemos que f € injetora. Para ver que f é
sobrejetora, seja P o conjunto de elementos de |M| que estao no
alcance de f. Como M é plena, P esta no dominio de segunda
ordem. Pela construcio de f, sabemos que o™ estd em P, e que
P é fechado sob M. O fato de que o axioma de indugio vale em
M (em particular, para P) garante que P é igual a todo o domi-
nio de primeira ordem de M. Isso mostra que f é uma bijecao.
Mostrar que f é um homomorfismo nao é mais dificil, usando
inducdo ordinaria em N repetidamente.

Em termos teérico-conjuntistas, uma funcdo é apenas um
tipo especial de relacdao; por exemplo, uma funcdo unaria f
pode ser identificada com uma relagdo binaria R que satisfaz
Vx 3y R(x,y). Como resultado, pode-se também quantificar so-
bre fun¢ées. Usando a seméntica plena, pode-se entdo definir
a classe de estruturas infinitas como a classe de estruturas M
para as quais hd uma funcao injetiva do dominio de M para um
subconjunto proprio de si mesma:

If (VaVy (f(x) = f(») = x =) ATy Vx f(x) # y).

A negacdo dessa sentenca define entdo a classe de estruturas
finitas.



Além disso, pode-se definir a classe de ordens bem-fundadas,
adicionando o seguinte a definicio de uma ordenacao linear:

VP (3x P(x) > 3x (P(x) AVy (y < x > =P()))).

Isso afirma que todo conjunto ndo vazio tem um elemento mi-
nimo, médulo a identificacdo de “conjunto” com “relacdo una-
ria”. Como outro exemplo, pode-se expressar a nogao de conexi-
dade para grafos, dizendo que nao ha separacao nao trivial dos
vértices em partes desconectadas:

—34 (x A(x) ATy ~A(p) AVwVz ((A(w) A —~A(2)) = -R(w,2))).

Como mais um exemplo, pode-se tentar, como exercicio, defi-
nir a classe de estruturas finitas cujo dominio tem tamanho par.
De modo ainda mais impressionante, pode-se fornecer uma des-
cricdo categoérica dos numeros reais como um corpo ordenado
completo que contém os racionais.

Em suma, a légica de segunda ordem é muito mais expressiva
do que a légica de primeira ordem. Essa é a boa noticia; agora
a ma. Ja mencionamos que nao ha sistema de derivacao efetivo
que seja completo para a semantica plena de segunda ordem.
Para o bem ou para o mal, muitas das propriedades da logica
de primeira ordem estdo ausentes, incluindo compacidade e os
teoremas de Lowenheim—Skolem.

Por outro lado, se se esta disposto a abrir mao da semantica
plena de segunda ordem em favor da mais fraca, entao o sistema
de derivacdo minimo de segunda ordem é completo para essa
semantica. Em outras palavras, se lemos - como “demonstra no
sistema minimo” e £ como “implica logicamente na semantica
fraca”, podemos mostrar que sempre que /" £ 4, entdo I" - A. Se
se quer incluir axiomas especificos de compreensido no sistema
de derivacao, é preciso restringir a semantica a estruturas de se-
gunda ordem que satisfacam esses axiomas: por exemplo, se 4
consiste em um conjunto de axiomas de compreensao (possivel-
mente todos eles), temos que, se ' U4 E 4, entdo ' U 4 + A.
Em particular, se 4 ndo for demonstravel usando os axiomas de



compreensao que estamos considerando, entdo ha um modelo de
-4 no qual esses axiomas de compreensao ainda assim valem.
A maneira mais facil de ver que o teorema de completude
vale para a semantica fraca é pensar na légica de segunda ordem
como uma légica de multiplas ordenacdes, da seguinte forma.
Uma ordenagao é interpretada como o dominio ordinario de “pri-
meira ordem”, e entdo, para cada £, temos um dominio de “rela-
¢oes de aridade £.” Tomamos a linguagem com simbolos de re-

lacdo incorporados “verdi(R,x1,...,x;)”, destinados a afirmar
que R vale de x1, ..., x¢, onde R é uma variavel da ordenacao
“relacao k-aria” e x1, ..., X sdo objetos da ordenacao de primeira
ordem.

Com essa identificagdo, a semantica fraca de segunda ordem
é essencialmente a semdintica usual da légica de multiplas orde-
nacoes; e ja observamos que a légica de multiplas ordenacoes
pode ser embutida na légica de primeira ordem. Médulo as tra-
dugdes de ida e volta, entdo, a concep¢ao mais fraca de logica
de segunda ordem é realmente uma forma disfarcada de légica
de primeira ordem, em que o dominio contém tanto “objetos”
quanto “relacoes” governados pelos axiomas apropriados.

13.4 Loégica de Ordem Superior

Passar da légica de primeira ordem para a de segunda ordem
nos permitiu falar sobre conjuntos de objetos no dominio de pri-
meira ordem, dentro da linguagem formal. Por que parar ai? Por
exemplo, a légica de terceira ordem deveria nos permitir lidar
com conjuntos de conjuntos de objetos, ou talvez até conjuntos
que contenham tanto objetos quanto conjuntos de objetos. E a
logica de quarta ordem nos permitira falar sobre conjuntos de
objetos desse tipo. Como se pode imaginar, pode-se iterar essa
ideia arbitrariamente.

Na pratica, a l6gica de ordem superior é frequentemente for-
mulada em termos de fun¢des em vez de relagdes. (Modulo as
identificacbes naturais, essa diferenca é inessencial.) Dadas al-



gumas “ordenacdes” basicas 4, B, C, ... (que agora chamaremos
de “tipos”), podemos criar novos estipulando

Se o e T sao tipos finitos, entdo o — 7 também o é.

Pense nos tipos como “rétulos” sintaticos que classificam os ob-
jetos que queremos em nosso dominio; oo — 7 descreve aqueles
objetos que sdo fung¢des que levam objetos de tipo o a objetos de
tipo 7. Por exemplo, podemos querer ter um tipo £ de valores
de verdade, “verdadeiro” e “falso”, e um tipo N de nimeros na-
turais. Nesse caso, pode-se pensar em objetos de tipo N — &
como relacdes unarias, ou subconjuntos de N; objetos de tipo
N — N sao funcoes de nimeros naturais para numeros naturais;
e objetos de tipo (N — N) — N sdo “funcionais”, isto é, funcoes
de tipo superior que levam fung¢des a nimeros.

Como no caso da légica de segunda ordem, pode-se pensar
na logica de ordem superior como uma espécie de légica de mul-
tiplas ordenacdes, em que ha uma ordenacdo para cada tipo de
objeto que queremos considerar. Mas é usualmente mais claro
simplesmente definir a sintaxe da logica de tipos superiores a
partir dos fundamentos. Por exemplo, podemos definir um con-
junto de tipos finitos indutivamente, da seguinte forma:

1. N é um tipo finito.
2. Se o e 7 sdo tipos finitos, entdo oo — 7 também o é.
3. Se o e 7 sdo tipos finitos, entdo oo X T também o é.

Intuitivamente, N denota o tipo dos ntimeros naturais, o — 7
denota o tipo de funcdes de o para 7, e o X 7 denota o tipo de
pares de objetos, um de o e outro de 7. Podemos entido definir
um conjunto de termos indutivamente, da seguinte forma:

1. Para cada tipo o, ha um estoque de variaveis x, y, z, ...de
tipo o

2. 0 é um termo de tipo N



. S (sucessor) é um termo de tipo N — N

o

4. Se s é um termo de tipo o, e ¢ é um termo de tipo N —
(0 — o), entdo R;; é um termo de tipo N — o

5. Se s é um termo de tipo T — o e ¢ € um termo de tipo T,
entao s(¢) é um termo de tipo o

6. Se s é um termo de tipo o e x é uma variavel de tipo 7,
entdo Ax.s é um termo de tipo 7 — 0.

7. Se s é um termo de tipo o e ¢ € um termo de tipo 7, entdo
(s,¢) € um termo de tipo o X 7.

8. Se s € um termo de tipo o X 7, entdo p1(s) é um termo de
tipo o e pa(s) é um termo de tipo 7.

Intuitivamente, R;; denota a funcao definida recursivamente por

Rs:(0) = s
Ro(x +1) = £(x, Rt (%)),

(s,t) denota o par cuja primeira componente € s e cuja segunda
componente € £, € p1(s) e pa(s) denotam o primeiro e o segundo
elementos (“projecoes”) de s. Finalmente, Ax.s denota a fun-
¢ao f definida por

Flx)=s

para qualquer x de tipo o; assim o item (6) nos da uma forma
de compreensao, permitindo-nos definir fungdes usando termos.
As féormulas sao construidas a partir de afirmacoes de identidade
s = t entre termos do mesmo tipo, dos conectivos proposicionais
usuais e da quantificacdo de ordem superior. Pode-se entao tomar
os axiomas do sistema como as equagdes basicas que governam
os termos definidos acima, juntamente com as regras usuais da
logica com quantificadores e identidade.

Se se aumenta o sistema de tipos finitos com um tipo © de
valores de verdade, é preciso incluir axiomas que governem seu
uso também. De fato, se se for astuto, pode-se eliminar férmulas



complexas inteiramente, substituindo-as por termos de tipo £!
O sistema de prova pode entdo ser modificado de acordo. O
resultado é essencialmente a teoria simples dos tipos apresentada
por Alonzo Church na década de 193o0.

Como no caso da légica de segunda ordem, ha diferentes ver-
soes de semantica de tipos superiores que se pode querer usar.
Na versdo completa, variaveis de tipo o — 7 variam sobre o
conjunto de fodas as funcdes dos objetos de tipo o para obje-
tos de tipo 7. Como se pode imaginar, essa semantica é forte
demais para admitir um sistema de derivacdo completo e efe-
tivo. Mas pode-se considerar uma semantica mais fraca, em que
uma estrutura consiste em conjuntos de elementos 7, para cada
tipo 7, juntamente com operac¢des apropriadas para aplicacao,
projecao, etc. Se os detalhes forem desenvolvidos corretamente,
pode-se obter teoremas de completude para os tipos de sistemas
de derivacdo descritos acima.

A logica de ordem superior é atraente porque fornece um
arcabouco no qual podemos embutir boa parte da matematica
de maneira natural: a partir de N, pode-se definir nimeros reais,
fungdes continuas e assim por diante. E também particularmente
atraente no contexto da légica intuicionista, pois os tipos tém in-
terpretacoes “construtivas” claras. De fato, pode-se desenvolver
versdes construtivas da semantica de tipos superiores (baseadas
na légica intuicionista, em vez da classica) que esclarecem bas-
tante essas interpretacoes construtivas e sao, em muitos aspectos,
mais interessantes do que as contrapartes classicas.

13.5 Légica Intuicionista

Em contraste com a légica de segunda ordem e de ordem su-
perior, a légica intuicionista de primeira ordem representa uma
restricdo da versao classica, destinada a modelar um tipo de raci-
ocinio mais “construtivo”. Os exemplos a seguir podem ilustrar
algumas das motivac¢des subjacentes.



Suponha que alguém se aproximasse de vocé um dia e anunci-
asse que havia determinado um ntiimero natural x, com a propri-
edade de que se x é primo, a hipétese de Riemann € verdadeira,
e se x é composto, a hipétese de Riemann é falsa. Otimas noti-
cias! Se a hipétese de Riemann é verdadeira ou nao é uma das
grandes questdes em aberto da matematica, e aqui parecem ter
reduzido o problema a um calculo, isto é, a determinagao de se
um numero especifico € primo ou nao.

Qual é o valor magico de x? Eles o descrevem assim: x
o numero natural que é igual a 7 se a hipétese de Riemann
verdadeira, e 9 caso contrario.

Com raiva, vocé exige seu dinheiro de volta. De um ponto
de vista classico, a descri¢dao acima de fato determina um valor
unico de x; mas o que vocé realmente quer € um valor de x que
seja dado explicitamente.

Para tomar outro exemplo, talvez menos artificial, considere
a seguinte questdo. Sabemos que é possivel elevar um nimero
irracional a uma poténcia racional e obter um resultado racional.

Dy D

2
Por exemplo, V2~ = 2. O que é menos claro é se € possivel elevar
um numero irracional a uma poténcia irracional e obter um re-
sultado racional. O seguinte teorema responde afirmativamente:
b

Teorema 13.1. Existem niimeros irracionais a e b tais que a’ ¢ raci-

onal.

V2
Prova. Considere V2' . Se isto é racional, terminamos: podemos
tomar a = b = V2. Caso contrario, é irracional. Entdo temos

(\/5\5)\/5 _ \/5\/5‘& _ \/52 _ 2’

que € certamente racional. Assim, neste caso, tome a como \/§ s

e b como V2. O

Isso constitui uma prova valida? A maioria dos matematicos
sente que sim. Mas, novamente, ha algo um pouco insatisfatério



aqui: provamos a existéncia de um par de numeros reais com
uma certa propriedade, sem poder dizer qual par de numeros é.
E possivel provar o mesmo resultado, mas de tal forma que o par
a, b ¢ dado na prova: tome a = V3 e b = log, 4. Entdo

ab _ \/gloggél _ 31/2~log34 — (Blog3 4)1/2 — 41/2 =9,

pois 3183% = x,

A légica intuicionista foi concebida para modelar um tipo de
raciocinio no qual movimentos como o da primeira prova sao
proibidos. Provar a existéncia de um x que satisfaz 4(x) significa
que se deve fornecer um x especifico e uma prova de que ele
satisfaz 4, como na segunda prova. Provar que 4 ou B vale requer
que se possa provar um ou outro.

Formalmente falando, a légica intuicionista de primeira or-
dem € o que se obtém se se restringe um sistema de derivacao
para a légica de primeira ordem de certa maneira. Similarmente,
ha versodes intuicionistas da logica de segunda ou de ordem su-
perior. Do ponto de vista matematico, estes sdo apenas sistemas
dedutivos formais, mas, como ja observado, sdo destinados a
modelar um tipo de raciocinio matematico. Pode-se tomar isso
como o tipo de raciocinio justificado por uma certa visao filos6-
fica da matematica (como o intuicionismo de Brouwer); pode-se
toma-lo como um tipo de raciocinio matematico mais “concreto”
e satisfatorio (na linha do construtivismo de Bishop); e pode-se
discutir se a descri¢cao formal captura ou ndo a motivacao infor-
mal. Mas quaisquer que sejam as posi¢des filoséficas que possa-
mos ter, podemos estudar a légica intuicionista como uma légica
formalmente apresentada; e por quaisquer razdes, muitos logicos
matematicos acham interessante fazé-lo.

Ha uma interpretacao construtiva informal dos conectivos in-
tuicionistas, usualmente conhecida como interpretacao BHK (em
homenagem a Brouwer, Heyting e Kolmogorov). Ela funciona
assim: uma prova de 4 A B consiste em uma prova de 4 empare-
lhada com uma prova de B; uma prova de 4V B consiste em uma
prova de 4, ou uma prova de B, onde temos informagao explicita



sobre qual é o caso; uma prova de 4 — B consiste em um pro-
cedimento que transforma uma prova de 4 em uma prova de B;
uma prova de Vx 4(x) consiste em um procedimento que retorna
uma prova de A(x) para qualquer valor de x; e uma prova de
Jx A(x) consiste em um valor de x, juntamente com uma prova
de que esse valor satisfaz 4. Pode-se descrever a interpretagao
em termos computacionais conhecidos como o “isomorfismo de
Curry-Howard” ou o “paradigma férmulas-como-tipos”: pense
em uma férmula como especificando um certo tipo de dado, e
provas como objetos computacionais desses tipos de dados que
nos permitem ver que a férmula correspondente é verdadeira.

A légica intuicionista é frequentemente pensada como a 16-
gica classica “menos” a lei do terceiro excluido. O seguinte teo-
rema torna isso mais preciso.

Teorema 13.2. Intuicionisticamente, os seguintes esquemas de axio-
mas sdo equivalentes:

7. (F4— 1) —> A.
2. AV -4

3 -4 —> A

Obter instancias de um esquema a partir de qualquer um dos
outros ¢ um bom exercicio em légica intuicionista.

Os primeiros sistemas dedutivos para a légica proposicional
intuicionista, apresentados como formalizac¢6es do intuicionismo
de Brouwer, sdo devidos, independentemente, a Kolmogorov, Gli-
venko e Heyting. A primeira formalizacdo da l6gica intuicionista
de primeira ordem (e partes da matematica intuicionista) é de-
vida a Heyting. Embora varios esquemas validos classicamente
nao sejam validos intuicionisticamente, muitos o so.

A tradugao de dupla nega¢ao descreve uma relacao importante
entre a légica classica e a intuicionista. Ela é definida indutiva-
mente da seguinte forma (pense em A" como a tradugio “intui-



cionista” da férmula classica A):

AY = -=A4 para formulas atomicas 4
(AAB)N = (4" A BY)
(Av B)N = ==(4N v BY)
(4— B)N = (4N — BY)
(Vx AN = vx AV
(Fx AN = =T 4V

Kolmogorov e Glivenko tiveram versdes dessa tradugdo para a
logica proposicional; para a légica de predicados, é devida a
Godel e Gentzen, independentemente. Temos

Teorema 13.3. 1. A AN ¢ demonstrdvel classicamente

2. Se A é demonstrdvel classicamente, entdo AN ¢ demonstrdvel in-
tuicionisticamente.

Podemos agora imaginar o seguinte didlogo. Matematico
classico: “Provei A!” Matematico intuicionista: “Sua prova nao
é valida. O que vocé realmente provou é AY.” Matematico clas-
sico: “Tudo bem para mim!” Quanto ao matematico classico, o
intuicionista esta apenas sendo minucioso, pois os dois sdo equi-
valentes. Mas o intuicionista insiste que ha uma diferenca.

Note que a tradugdo acima diz respeito apenas a lo6gica pura;
ela nao aborda a questao de quais sdo os axiomas ndo ldgicos
adequados para a matematica classica e intuicionista, ou qual é
a relacdo entre eles. Mas a seguinte extensao ligeira do teorema
acima fornece alguma informacao util:

Teorema 13.4. Se " prova A classicamente, entdo I'N prova AV in-
tuicionisticamente.

Em outras palavras, se 4 é demonstravel a partir de algumas
hipéteses classicamente, entdo A4V é demonstravel a partir de
suas tradugdes de dupla negacao.



Para mostrar que uma sentenca ou férmula proposicional é
intuicionisticamente valida, basta fornecer uma prova. Mas como
se pode mostrar que ela nao é valida? Para esse proposito, pre-
cisamos de uma semantica que seja correta e, de preferéncia,
completa. Uma semantica devida a Kripke se encaixa bem.

Podemos jogar o mesmo jogo que fizemos para a légica clas-
sica: definir a seméntica e provar correcdo e completude. Vale
a pena, no entanto, notar a seguinte distincao. No caso da lo-
gica classica, a semantica era a “6bvia”, num sentido implicito
no significado dos conectivos. Embora se possa fornecer alguma
motivagao intuitiva para a semantica de Kripke, esta nao oferece
o mesmo sentimento de inevitabilidade. Além disso, a no¢ao de
estrutura classica é uma nocao matematica natural, de modo que
podemos ou tomar a nogao de estrutura como uma ferramenta
para estudar a légica classica de primeira ordem, ou tomar a
logica classica de primeira ordem como uma ferramenta para
estudar estruturas matematicas. Em contraste, as estruturas de
Kripke s6 podem ser vistas como um construto légico; elas nao
parecem ter interesse matematico independente.

Uma estrutura de Kripke It = (W, R, V') para uma linguagem
proposicional consiste em um conjunto W, uma ordem parcial R
em W com um menor elemento, e uma atribui¢io “monotona”
de variaveis proposicionais aos elementos de W. A intuicdo é
que os elementos de W representam “mundos”, ou “estados de
conhecimento”; um elemento v > u representa um “possivel es-
tado futuro” de u; e as variaveis proposicionais atribuidas a u
sdo as proposi¢oes que se sabe serem verdadeiras no estado u. A
relacdo de forcamento M, w I+ 4 estende essa relacao a formulas
arbitrarias na linguagem; leia M, w - A como “A é verdadeira
no estado w.” A relagdo é definida indutivamente, da seguinte
forma:

1. M, w I p; se, e somente se, p; € uma das variaveis proposi-
cionais atribuidas a w.

2. M,wk L.



3. M, w - (A A B) se, e somente se, M, w - A e M, w - B.
4. M, w - (AV B) se, e somente se, M,w - A ou M, w + B.

5. M,w I (A — B) se, e somente se, sempre que w’ > w e
M, w’ - A, entio M,w’ + B.

E um bom exercicio tentar mostrar que —(p A g) — (—p V —¢)
nao é intuicionisticamente valida, preparando uma estrutura de
Kripke que forne¢ca um contraexemplo.

13.6 Logicas Modais

Considere o seguinte exemplo de uma sentenca condicional:

Se Jeremy estd sozinho naquela sala, entdo ele esta
bébado, nu e dancando nas cadeiras.

Este é um exemplo de uma asser¢ao condicional que pode ser
materialmente verdadeira, mas ainda assim enganosa, pois pa-
rece sugerir que ha um vinculo mais forte entre o antecedente e a
conclusao do que simplesmente o fato de que ou o antecedente é
falso ou a conclusao é verdadeira. Ou seja, a formulagao sugere
que a afirmacdo nao é apenas verdadeira neste mundo particu-
lar (onde pode ser trivialmente verdadeira, porque Jeremy nao
esta sozinho na sala), mas que, além disso, a conclusdo teria sido
verdadeira se o antecedente tivesse sido verdadeiro. Em outras
palavras, pode-se tomar a asser¢ao como significando que a afir-
macao é verdadeira ndo apenas neste mundo, mas em qualquer
mundo “possivel”; ou que ela é necessariamente verdadeira, em
oposicdo a ser apenas verdadeira neste mundo particular.

A légica modal foi concebida para dar sentido a esse tipo de
necessidade. Obtém-se a l6gica proposicional modal a partir da
logica proposicional ordinaria adicionando um operador caixa;
isto €, se A é uma férmula, entdo 04 também o é. Intuitivamente,
04 afirma que A é necessariamente verdadeira, ou verdadeira em



qualquer mundo possivel. ¢4 é usualmente tomada como abre-
viacdo de —0O-4, e pode ser lida como afirmando que 4 é possi-
velmente verdadeira. E claro que a modalidade também pode ser
adicionada a logica de predicados.

Estruturas de Kripke podem ser usadas para fornecer uma
semantica para a légica modal; de fato, Kripke projetou essa
semantica tendo a légica modal em mente. Em vez de restrin-
gir a ordens parciais, de modo mais geral tem-se um conjunto
de “mundos possiveis”, P, e uma relacao binaria de “acessibili-
dade” R(x,y) entre mundos. Intuitivamente, R(p, ¢) afirma que o
mundo ¢ é compativel com p; isto é, se estamos “em” o mundo p,
temos que considerar a possibilidade de que o mundo pudesse
ter sido como g¢.

A logica modal é as vezes chamada de légica “intensional”,
em oposicao a uma “extensional”. A semantica pretendida para
uma légica extensional, como a logica classica, refere-se apenas
a um unico mundo, o “atual”; enquanto a seméantica para uma
légica “intensional” depende de uma ontologia mais elaborada.
Além de estruturar a necessidade, pode-se usar a modalidade
para estruturar outras construcdes linguisticas, reinterpretando
O e ¢ de acordo com a aplicagdo. Por exemplo:

1. Na logica de demonstrabilidade, 04 é lida como “4 é de-
monstravel” e ¢4 é lida como “4 é consistente”.

2. Na logica epistémica, pode-se ler 04 como “eu sei 4” ou
“eu acredito em A4”.

3. Na logica temporal, pode-se ler 04 como “4 é sempre ver-
dadeira” e &4 como “4 é as vezes verdadeira”.

Gostariamos de aumentar a l6gica com regras e axiomas que
lidem com modalidade. Por exemplo, o sistema S4 consiste nos
axiomas e regras ordinarios da légica proposicional, juntamente



com os seguintes axiomas:

0(4A — B) — (0A — 0OB)
od— A
04 — ooAd

assim como uma regra, “de A4 conclua 0A4.” S5 adiciona o se-
guinte axioma:

OCA— 0OCA

Variagdes desses axiomas podem ser adequadas para diferentes
aplicacdes; por exemplo, S5 é usualmente tomado para caracte-
rizar a noc¢ao de necessidade légica. E o aspecto agradavel é que
se pode usualmente encontrar uma semantica para a qual o sis-
tema de derivacdo é correto e completo, restringindo a relagao
de acessibilidade nas estruturas de Kripke de maneiras naturais.
Por exemplo, S4 corresponde a classe de estruturas de Kripke
em que a relacdo de acessibilidade é reflexiva e transitiva. S5
corresponde a classe de estruturas de Kripke em que a relagdo
de acessibilidade é universal, isto €, todo mundo € acessivel a par-
tir de qualquer outro; assim 04 vale se, e somente se, 4 vale em
todo mundo.

13.7 Outras Logicas

Como vocé ja deve ter percebido, ndo é dificil projetar uma nova
logica. Vocé também pode criar a sua propria sintaxe, montar
um sistema dedutivo e elaborar uma semantica para acompanha-
la. Talvez vocé tenha que ser um pouco esperto se quiser que o
sistema de derivagdo seja completo para a semantica, e pode
exigir algum esforco convencer o mundo em geral de que a sua
logica é realmente interessante. Mas, em troca, vocé pode des-
frutar de horas de diversdo sadia, explorando as propriedades
matematicas e computacionais da sua légica.



As tultimas décadas testemunharam uma verdadeira explo-
sao de logicas formais. A légica difusa é projetada para modelar
o raciocinio sobre propriedades vagas. A légica probabilistica é
projetada para modelar o raciocinio sobre a incerteza. As logicas
default (de excegdes) e as légicas ndo monotonicas sdo projeta-
das para modelar formas revogaveis de raciocinio, isto é, infe-
réncias “razoaveis” que podem mais tarde ser derrubadas diante
de novas informacoes. Ha légicas epistémicas, projetadas para
modelar o raciocinio sobre o conhecimento; l6gicas causais, pro-
jetadas para modelar o raciocinio sobre relacdes causais; e até
mesmo légicas “dednticas”, que sdo projetadas para modelar o
raciocinio sobre obrigacdes morais e éticas. Dependendo de a
principal motivacdo para a introdu¢ao desses sistemas ser filoso-
fica, matematica ou computacional, vocé pode encontrar estudos
sobre essas criaturas sob a rubrica de l6gica matematica, l6gica
filosofica, inteligéncia artificial, ciéncia cognitiva ou outro lugar.

A lista ndo tem fim, e as possibilidades parecem infinitas.
Talvez nunca alcancemos o sonho de Leibniz de reduzir toda a
razdo humana a célculo — mas isso ndo pode nos impedir de
tentar.






PARTE Il

Magquinas de
Turing



CAPITULO 14

14.1 Introdugdo

O que significa dizer que uma func¢ao, digamos, de N para N é
computdvel? Entre as primeiras respostas, e a mais conhecida,
esta a de que uma func¢do é computavel se puder ser computada
por uma maquina de Turing. Essa nocdo foi apresentada por
Alan Turing em 1936. As maquinas de Turing sdo um exemplo
de modelo de computagdo—uma maneira matematicamente precisa
de definir a ideia de um “procedimento computacional.” O que
exatamente isso significa é debatido, mas ha amplo consenso de
que as maquinas de Turing sdo uma forma de especificar procedi-
mentos computacionais. Embora o termo “maquina de Turing”
evoque a imagem de uma maquina fisica com partes moveis, es-
tritamente falando uma maquina de Turing é um construto pu-
ramente matematico e, como tal, idealiza a ideia de um proce-
dimento computacional. Por exemplo, ndo impomos restri¢ao
alguma aos requisitos de tempo ou memoria de uma maquina
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de Turing: maquinas de Turing podem computar algo mesmo
que a computacao exija mais espago de armazenamento ou mais
passos do que ha atomos no universo.

Talvez seja melhor pensar em uma maquina de Turing como
um programa para um tipo especial de mecanismo imaginario.
Esse mecanismo consiste em uma fita e uma cabeca de leitura-
escrita. Na nossa versdo das maquinas de Turing, a fita é infinita
em uma dire¢do (a direita) e é dividida em quadrados, cada um
dos quais pode conter um simbolo de um alfabeto finito. Esses
alfabetos podem conter qualquer nimero de simbolos diferentes,
mas nos contentaremos em geral com trés: », Ll e /. Quando o
mecanismo € iniciado, a fita esta vazia (ou seja, cada quadrado
contém o simbolo L), exceto o quadrado mais a esquerda, que
contém >, e um numero finito de quadrados que contém a entrada.
A qualquer momento, o mecanismo estd em um de um niimero
finito de estados. No inicio, a cabeca examina o quadrado mais
a esquerda e em um estado inicial especificado. A cada passo da
execucdo do mecanismo, o conteudo do quadrado atualmente
examinado, junto com o estado em que o mecanismo se encontra
e o programa da maquina de Turing, determinam o que acontece
em seguida. O programa da maquina de Turing é dado por uma
funcado parcial que recebe como entrada um estado ¢ e um sim-
bolo o e produz uma tripla (¢’,0”, D). Sempre que o mecanismo
estd no estado ¢ e 1& o simbolo o, substitui o simbolo no qua-
drado atual por o’, a cabeca move-se a esquerda, a direita ou
permanece no lugar conforme D seja L, R ou N, e o mecanismo
passa ao estado ¢’.

Por exemplo, considere a situa¢do em Figura 14.1. A parte vi-
sivel da fita da maquina de Turing contém o simbolo de fim de fita
> no quadrado mais a esquerda, seguido de trés 1’s, um 0 e mais
quatro 1’s. A cabeca esta lendo o terceiro quadrado da esquerda,
que contém um 1, e estd no estado ¢g;—dizemos que “a maquina
esta lendo um 1 no estado ¢;.” Se o programa da maquina de Tu-
ring retornar, para a entrada (¢1,1), a tripla (9,0, N), a maquina
substituiria o 1 no terceiro quadrado por um 0, deixaria a cabeca
de leitura/escrita onde esta e passaria ao estado ¢o. Se entdo o
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Uma maquina de Turing executando seu programa.

programa retornar (¢3,0, R) para a entrada (g2,0), a maquina so-
brescreveria o 0 com outro 0 (efetivamente, deixando inalterado
o contetido da fita sob a cabeca de leitura/escrita), moveria um
quadrado a direita e entraria no estado ¢3. E assim por diante.

Dizemos que a maquina para quando encontra algum estado,
¢n, € simbolo, o, tais que nao ha instrucdo para (g,,0), ou seja,
a funcdo de transicdo para a entrada (¢,,0) € indefinida. Em
outras palavras, a maquina nao tem instrucdo a executar e, nesse
ponto, cessa a operacdo. A parada as vezes é representada por
um estado de parada especifico £. Isso sera demonstrado com
mais detalhes adiante.

Abeleza do artigo de Turing, “On computable numbers,” esta
em que ele apresenta nao sé6 uma defini¢ao formal, mas também
um argumento de que a definicdo captura a noc¢ao intuitiva de
computabilidade. Pela defini¢ao, deve ficar claro que toda fungao
computéavel por uma maquina de Turing é computavel no sentido
intuitivo. Turing oferece trés tipos de argumento de que o inverso
é verdadeiro, ou seja, que toda funciao que naturalmente consi-
derariamos computavel é computavel por tal maquina. Sao eles
(nas palavras de Turing):

1. Um apelo direto a intuicao.

2. Uma prova da equivaléncia de duas defini¢des (caso a nova
definicao tenha maior apelo intuitivo).



3. Dar exemplos de grandes classes de nimeros que sdo com-
putaveis.

Nosso objetivo é tentar definir a no¢do de computabilidade “em
principio,” ou seja, sem levar em conta limitacdes praticas de
tempo e espaco. Claro, com a definicdo mais ampla de computa-
bilidade em vigor, pode-se entdo considerar computagao com re-
cursos limitados; isso forma o cerne do assunto conhecido como
“complexidade computacional.”

14.2 Representando Maquinas de Turing

As maquinas de Turing podem ser representadas visualmente por
diagramas de estado. Os diagramas sdo compostos por células de
estado conectadas por setas. Sem surpresa, cada célula de es-
tado representa um estado da maquina. Cada seta representa
uma instrucio que pode ser executada a partir desse estado, com
as especificacdes da instrucdo escritas acima ou abaixo da seta
apropriada. Considere a seguinte maquina, que tem apenas dois
estados internos, go e ¢1, e uma instrucao:

7, R
inicio —

Lembre-se de que a maquina de Turing tem uma cabega de lei-
tura/escrita e uma fita com a entrada escrita nela. A instrugao
pode ser lida como se lendo um LI no estado qo, escreva um I, mova-
se a direita, ¢ vd para o estado q1. Isto é equivalente a funcao de
transicdo que mapeia (go,Ll) em (¢1,/,R).

Exemplo 14.1. Mdquina Par: A seguinte maquina de Turing
para se, e somente se, houver um nimero par de / na fita (sob a



suposicao de que todos os / vém antes do primeiro LI na fita).

L, R
I,I,R

inicio — e
I,I1,R

O diagrama de estado corresponde a seguinte fun¢ao de tran-
sicao:

6(g0,1) = (q1,1,R),
6(q1,1) = (g0,1,R),
6(g1,1) = {g1,L, R)

A maquina acima para apenas quando a entrada é um nu-
mero par de tracos. Caso contrario, a maquina (teoricamente)
continua a operar indefinidamente. Para qualquer maquina e en-
trada, é possivel rastrear as configuragies da maquina a fim de
determinar a saida. Daremos uma defini¢do formal de configura-
coes mais adiante. Por enquanto, podemos pensar intuitivamente
nas configura¢des como uma série de diagramas que mostram o
estado da maquina em qualquer instante durante a operacdo. As
configuracdes mostram o conteudo da fita, o estado da maquina
e a posicao da cabeca de leitura/escrita.

Vamos rastrear as configuracdes da maquina par se ela for
iniciada com uma entrada de quatro /. Nesse caso, esperamos
que a maquina pare. Em seguida, executaremos a maquina com
uma entrada de trés /, na qual a maquina rodara para sempre.

A maquina inicia no estado ¢y, examinando o / mais a es-
querda. Podemos representar o estado inicial da maquina da
seguinte forma:

sl 11 L. ..

A configuragdo acima é direta. Como se pode ver, a maquina
inicia no estado um, examinando o / mais a esquerda. Isso é



representado por um subscrito do nome do estado no primeiro /.
A instrucdo aplicavel neste ponto é 6(go,/) = {(q1,1,R), e assim
a maquina move-se a direita na fita e muda para o estado ¢;.

SILIT U ...

Como a maquina estd agora no estado ¢; examinando um /7,
temos que “seguir” a instrugdo 6(¢1,7) = (go,Z,R). Isso resulta
na configuracao

Il L. ..

A medida que a maquina continua, as regras sio aplicadas no-
vamente na mesma ordem, resultando nas duas configuracoes a
seguir:

S[ITH LU ...

sII1T L. ..

A maquina esta agora no estado gyg examinando um LI. Com base
no diagrama de transicdo, podemos ver facilmente que nao ha
nenhuma instrucgao a ser executada, e portanto a maquina parou.
Isso significa que a entrada foi aceita.

Suponha que, em seguida, iniciemos a maquina com uma en-
trada de trés /. As primeiras configurac¢des sao semelhantes, pois
as mesmas instruc¢des sdo executadas, com apenas uma pequena
diferenca na entrada da fita:

(Y &

oI LTU. ..
oI 1lL. ..
oI 1. ..

A maquina ja percorreu todos os / e esta lendo um Ll no es-
tado ¢1. Como mostrado no diagrama, ha uma instrucao da
forma 6(¢1,10) = (¢1,U,R). Como a fita esta preenchida com
U indefinidamente para a direita, a maquina continuara a exe-
cutar esta instrucdo para sempre, permanecendo no estado ¢ e



movendo-se cada vez mais a direita. A mdaquina nunca para, e
nao aceita a entrada.

E importante observar que nem todas as maquinas param. Se
parar significa que a maquina fica sem instrucoes a executar, en-
tdo podemos criar uma maquina que nunca para, simplesmente
garantindo que haja uma seta de saida para cada simbolo em
cada estado. A maquina par pode ser modificada para rodar in-
definidamente adicionando uma instru¢do para examinar um L

em ¢o.
LU, R L, R
R
inicio —> e
R

1,1
1,1,

Exemplo 14.2.

As tabelas de maquina sdo outra forma de representar ma-
quinas de Turing. As tabelas de maquina tém o alfabeto da fita
exibido no eixo x, e o conjunto de estados da maquina ao longo
do eixo y. Dentro da tabela, na intersecdo de cada estado e sim-
bolo, esta escrito o resto da instru¢io—o novo estado, o novo
simbolo e a direcio do movimento. As tabelas de maquina faci-
litam determinar em que estado, e para qual simbolo, a maquina
para. Sempre que ha uma lacuna na tabela, ha um ponto possi-
vel para a maquina parar. Ao contrario dos diagramas de estado
e dos conjuntos de instrugdes, em que os pontos nos quais a
maquina para nem sempre sdo imediatamente 6bvios, quaisquer
pontos de parada sdo rapidamente identificados ao encontrar as
lacunas na tabela de maquina.

Exemplo 14.3. A tabela de maquina da maquina par é:

U I >

qo0 I1,q1,R
1| Uq,R | I,q0,R




Como podemos ver, a maquina para ao examinar um LI no es-
tado ¢o.

Até aqui consideramos apenas maquinas que leem e aceitam
entradas. No entanto, as maquinas de Turing tém a capacidade
de tanto ler quanto escrever. Um exemplo de tal maquina (em-
bora haja muitos, muitos exemplos) é um duplicador. Um duplica-
dor, quando iniciado com um bloco de #z I na fita, produz como
saida um bloco de 22z 1.

Exemplo 14.4. Antes de construir uma maquina duplicadora,
é importante elaborar uma estratégia para resolver o problema.
Como a maquina (tal como a formulamos) nao consegue lembrar
quantos / ja leu, precisamos encontrar uma maneira de rastrear
todos os / na fita. Uma dessas maneiras é separar a saida da
entrada com um L. A maquina pode entdo apagar o primeiro /
da entrada, percorrer o resto da entrada, deixar um LI, e escrever
dois novos /. A maquina entdo voltard e encontrara o segundo
I na entrada, e duplicara esse também. Para cada / de entrada,
ela escrevera dois / de saida. Ao apagar a entrada conforme a
maquina avanc¢a, podemos garantir que nenhum 7 seja perdido
ou duplicado duas vezes. Quando toda a entrada é apagada,
restarao 2n I na fita. O diagrama de estado da maquina de
Turing resultante esta representado na Figura 14.2.

14.3 Maquinas de Turing

A defini¢ao formal do que constitui uma maquina de Turing pa-
rece abstrata, mas é na verdade simples: apenas reine em uma
estrutura matematica toda a informacao necessaria para especi-
ficar o funcionamento de uma maquina de Turing. Isso inclui (1)
em quais estados a maquina pode estar, (2) quais simbolos sao
permitidos na fita, (3) em qual estado a maquina deve comecar
e (4) qual é o conjunto de instru¢des da maquina.



I,I,R I1,I,R

I,L,R })\ L, L, R
o= ® \7) ”

inicio —
L, LR u,I,R
i< m
") LUL %/ 1.z
1,1,L I1,1,L u,z,L

Uma maquina duplicadora

Defini¢ao 14.5 (Maquina de Turing). Uma mdquina de Turing
M é uma tupla (Q,2,¢o,0) consistindo de

1. um conjunto finito de estados Q,

2. um alfabeto finito X que inclui > e L,

3. um estado inicial qo € Q,

4. um conjunto de instrugdes finito 6: QX2 + QXX X{L,R,N}.

A funcao parcial § também é chamada de fun¢do de transi¢ao
de M.

Supomos que a fita é infinita em apenas uma dire¢ao. Por
essa razao é util designar um simbolo especial » como marcador
da extremidade esquerda da fita. Isso facilita que programas de
maquinas de Turing saibam quando estdo “em perigo” de sair



da fita. Poderiamos supor que esse simbolo nunca é sobrescrito,
ou seja, que 5(¢,>) = (¢’,>,x) se 6(¢,>) estiver definido. Alguns
livros-texto fazem isso; nés nao. Basta ter cuidado ao construir
sua maquina de Turing para que ela nunca sobrescreva ». Além
disso, ha casos em que permitir tal sobrescrita oferece alguma
flexibilidade conveniente.

Exemplo 14.6. Mdquina dos pares: A maquina dos pares é for-
malmente a quadrupla (Q,2', g9,6) onde

0 ={g0.q1}
2 ={,u,l},

0(q0,1) = {q1,1,R),
5(q1,1) = {qo.1,R),
6(¢q1,1) = {¢q1,,R).

14.4 Configura¢oes e Computacoes

Lembre-se de acompanhar as configura¢ées da maquina dos pa-
res anteriormente. O mecanismo imaginario formado pela fita,
pela cabeca de leitura-escrita e pelo programa da maquina de Tu-
ring €, na verdade, apenas uma maneira intuitiva de visualizar
o que é uma computacdo de maquina de Turing. Formalmente,
podemos definir a computacdo de uma méaquina de Turing sobre
uma dada entrada como uma sequéncia de configura¢oes—e uma
configuracdo, por sua vez, é uma sequéncia de simbolos (cor-
respondendo ao contetdo da fita em um dado ponto da compu-
tacdo), um numero que indica a posicdo da cabeca de leitura-
escrita e um estado. Com isso, podemos definir o que a maquina
de Turing M computa sobre uma dada entrada.

Defini¢iao 14.7 (Configuragao). Uma configura¢io da maquina
de Turing M = (Q,2,¢o,6) é uma tripla (C,m,¢) onde

1. C € 2" é uma sequéncia finita de simbolos de %,



2. m € N é um numero < len(C), e

3-¢9€0Q

Intuitivamente, a sequéncia C é o conteudo da fita (simbolos
de todos os quadrados desde o quadrado mais a esquerda até
o ultimo ndo vazio ou previamente visitado), m é o nimero do
quadrado que a cabecga de leitura-escrita esta examinando (co-
mecando com 0 como o nimero do quadrado mais a esquerda),
e ¢ é o estado atual da maquina.

A possivel entrada para uma maquina de Turing é uma se-
quéncia de simbolos, geralmente uma sequéncia que codifica um
numero de alguma forma. A configuracao inicial da maquina de
Turing é aquela configuracdo em que iniciamos a maquina de
Turing para trabalhar sobre essa entrada: a fita contém o marca-
dor de fim de fita imediatamente seguido da entrada escrita nos
quadrados a direita, a cabeca de leitura-escrita esta examinando
o quadrado mais a esquerda da entrada (ou seja, o quadrado a
direita do marcador de fim esquerdo), e o mecanismo esta no
estado inicial designado ¢y.

Defini¢ao 14.8 (Configuragao inicial). A configuracio inicial

de M para a entrada [/ € 2" é
<> ~ [,1,90).

O simbolo —~ denota concatena¢do—a cadeia de entrada co-
meca imediatamente ap6s o marcador de fim esquerdo.

Defini¢do 14.9. Dizemos que uma configuracao (C,m,q) produz
a configura¢do (C’',m’,q") em um passo (de acordo com M), sse

1. o m-ésimo simbolo de C é o,



2. o conjunto de instru¢cdes de M especifica 6(g,0) =
<9/’0'/7D>>

3. 0 m-ésimo simbolo de C’ é 0/, e

4. a) D=Lem' =m-1sem> 0, caso contrario m’ = 0,
ou

b) D=Rem’=m+1, ou
¢c) D=Nem' =m,

5. se m’ = len(C), entdo len(C’) = len(C) + 1 e o m'-ésimo
simbolo de C’ é U. Caso contrario len(C”) = len(C).

6. para todo i tal que i < len(C) e i # m, C'(i) = C(i),

Defini¢ao 14.10. Uma execu¢do de M sobre a entrada I € uma se-
quéncia C; de configuracées de M, onde Cjy é a configuragao
inicial de M para a entrada I, e cada C; produz C;;; em um
passo.

Dizemos que M para sobre a entrada I apés k passos se C =
(C,m,q), o m-ésimo simbolo de C é o, e §(¢,0) é indefinido.
Nesse caso, a saida de M para a entrada / é O, onde O é uma
cadeia de simbolos que nao termina em Ll tal que C =»> ~ 0 —~
LI/ para algum j € N. (L/ é uma sequéncia de j LI’s.)

De acordo com esta definicdo, a saida O de M sempre termina
em um simbolo diferente de LI, ou, se no instante £ toda a fita
estiver preenchida com LI (exceto o » mais a esquerda), O é a
cadeia vazia.

14.5 Representacdo Unaria de Nimeros

As maquinas de Turing trabalham sobre sequéncias de simbolos
escritos em sua fita. Dependendo do alfabeto que uma maquina
de Turing usa, essas sequéncias de simbolos podem representar
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Uma maquina que computa f(x,y) = x +y
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diversas entradas e saidas. De particular interesse, é claro, estao
as maquinas de Turing que computam funcoes aritméticas, isto é,
funcbes de nameros naturais. Uma maneira simples de represen-
tar inteiros positivos é codifica-los como sequéncias de um tinico
simbolo 1. Se n € N, seja I" a sequéncia vazia se n = 0, e caso
contrario a sequéncia composta de exatamente zn /.

Defini¢ao 14.11 (Computac¢do). Uma maquina de Turing M
computa a fungio f: N¥ — N sse M para com a entrada

Imurmy...ul™

produzindo a saida 77 ("),

Exemplo 14.12. Adi¢do: Vamos construir uma maquina que
computa a fun¢ao f(n,m) = n + m. Isso requer uma maquina
que comece com dois blocos de / de comprimento zn e m na fita,
e pare com um tnico bloco composto de n +m I. Os dois blocos
de entrada de [ estdo separados por um LI, entio um método
seria escrever um traco no quadrado que contém o LI, e apagar
o ultimo /.

Em Exemplo 14.4, demos um exemplo de uma maquina de
Turing que recebe como entrada uma sequéncia de / e para com
uma sequéncia de duas vezes mais / na fita—a maquina duplica-
dora. No entanto, como a saida contém LI a esquerda do bloco



duplicado de 7, ela ndo computa de fato a funcao f(x) = 2x,
como vocé poderia ter suposto. Descreveremos duas maneiras
de corrigir isso.

Exemplo 14.13. A maquina em Figura 14.4 computa a funcao
f(x) = 2x. Em vez de apagar a entrada e escrever dois / na ex-
tremidade direita para cada / da entrada, como faz a maquina
de Exemplo 14.4, esta maquina adiciona um tUnico / a direita
para cada / da entrada. Ela precisa rastrear onde a entrada ter-
mina, entdo deixa um Ll entre a entrada e os tracos adicionados,
que ela preenche com um 7/ bem ao final. E temos que “lembrar”
onde estamos na entrada, entdo substituimos temporariamente
um / do bloco de entrada por um LI.

Exemplo 14.14. Uma segunda possibilidade para computar
f(x) = 2x é manter a maquina duplicadora original, mas adici-
onar estados e instrucdes ao final que movam o bloco duplicado
de tracos para a extremidade esquerda da fita. A maquina em Fi-
gura 14.5 faz exatamente esta tltima parte: iniciada em uma fita
composta de um bloco de U seguido de um bloco de / (e com a
cabeca posicionada em qualquer lugar do bloco de L), ela apaga
os / um a um e os escreve no inicio da fita. Para conseguir saber
quando ela termina, primeiro marca o fim do bloco de / com
um simbolo >, que é apagado ao final. Come¢amos a numerar
os estados em ¢s, de modo que possam ser adicionados a ma-
quina duplicadora. Tudo de que vocé precisara é uma instrucao
adicional 6(go,L!) = (g6,L,N), isto é, uma seta de ¢y para g ro-
tulada U,1, N. (H4 um problema sutil: a maquina resultante nao
funciona para a entrada x = 0. Deixaremos isso como exercicio.)

Defini¢ao 14.15. Uma maquina de Turing M computa a fungao
parcial f: Nf 4 N sse,



Uma maquina que computa f(x) = 2x

1. M para com a entrada /™ —~ U ~ ... ~ U —~ [™ produ-
zindo a saida I™ se f(n1,...,n;) = m.

2. M nao para de modo algum, ou para com uma saida que
nao é um unico bloco de 7 se f(ny,...,n;) é indefinida.

14.6 Estados de Parada

Embora tenhamos definido nossas maquinas para parar apenas
quando nao ha instrug¢do a executar, representacdes comuns de
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Movendo um bloco de / para a esquerda

maquinas de Turing tém um estado de parada dedicado £, de modo
que k€ Q.

A ideia por tras de um estado de parada é simples: quando
a maquina terminou a operagdo (esta pronta para aceitar a en-
trada, ou terminou de escrever a saida), ela entra em um estado A
onde para. Algumas maquinas tém dois estados de parada, um
que aceita a entrada e outro que rejeita a entrada.

Exemplo 14.16. Estados de parada. Para elucidar esse conceito,
comecemos com uma alteracao da maquina dos pares. Em vez de
fazer a maquina parar no estado ¢ se a entrada for par, podemos



adicionar uma instru¢do para enviar a maquina a um estado de
parada.

Vamos expandir ainda mais o exemplo. Quando a maquina
determina que a entrada é impar, ela nunca para. Podemos al-
terar a maquina para incluir um estado de rejei¢@o substituindo
a instrucdo em lago por uma instrucdo para ir a um estado de
rejeicao r.

Adicionar um estado de parada dedicado pode ser vantajoso
em casos como este, em que deixa explicito quando a maquina
aceita/rejeita certas entradas. No entanto, é importante notar que
nenhum poder computacional é ganho ao adicionar um estado
de parada dedicado. Da mesma forma, uma no¢ao menos formal
de parada tem suas proprias vantagens. A definicio de parada



usada até agora neste capitulo torna a prova do Problema da Pa-
rada intuitiva e facil de demonstrar. Por essa razao, continuamos
com nossa definicao original.

14.7 Maquinas Disciplinadas

Na secdo 14.6, consideramos maquinas de Turing que tém um
unico estado de parada designado 4—tais maquinas sdo garan-
tidas de parar, se pararem de fato, no estado 4. Dessa forma,
maquinas com um unico estado de parada sdo mais “disciplina-
das” do que permitimos que maquinas de Turing sejam em ge-
ral. Ha outras restricdes que podemos impor ao comportamento
das maquinas de Turing. Por exemplo, também nao proibimos
maquinas de Turing de apagar o marcador de fim de fita no qua-
drado 0, ou de tentar mover-se a esquerda a partir do quadrado 0.
(Nossa definicdo afirma que a cabeca simplesmente permanece
no quadrado O nesse caso; outras definicoes fazem a maquina
parar.) Da mesma forma, as vezes é desejavel poder supor que
uma maquina de Turing, se parar de fato, para no quadrado 1.

Defini¢ao 14.17. Uma maquina de Turing M é disciplinada sse
1. ela tem um unico estado de parada designado 4,
2. ela para, se parar de fato, enquanto examina o quadrado 1,
3. ela nunca apaga o simbolo » no quadrado 0, e

4. ela nunca tenta mover-se a esquerda a partir do quadrado 0.

Ja discutimos que qualquer maquina de Turing pode ser trans-
formada em uma com o mesmo comportamento, mas com um
estado de parada designado. Isso é feito simplesmente adicio-
nando um novo estado £, e adicionando uma instruc¢ao 6(¢,o) =
(h,o,N) para qualquer par (g,0) onde o § original é indefinido.
E verdade, embora tedioso de provar, que qualquer méaquina de
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Turing M pode ser transformada em uma maquina de Turing dis-
ciplinada M’ que para nas mesmas entradas e produz a mesma
saida. Por exemplo, se a maquina de Turing para e nio estd no
quadrado 1, podemos adicionar algumas instrugdes para fazer a
cabeca mover-se a esquerda até encontrar o marcador de fim de
fita, depois mover um quadrado a direita, e entdo parar. Deixa-
mos a vocé pensar sobre como as outras condi¢des podem ser
tratadas.

Exemplo 14.18. Em Figura 14.6, transformamos a maquina de
adicao de Exemplo 14.12 em uma maquina disciplinada.

Proposicao 14.19. Para toda mdquina de Turing M, hd uma md-
quina de Turing disciplinada M’ que para com saida O se M para com
saida O, ¢ ndo para se M ndo para. Em particular, qualquer fungao
[ N* = N computdvel por uma mdquina de Turing também é compu-
tdvel por uma mdquina de Turing disciplinada.



14.8 Combinando Maquinas de Turing

Os exemplos de maquinas de Turing que vimos até agora foram
bastante simples por natureza. Mas, de fato, qualquer problema
que possa ser resolvido com qualquer linguagem de programacao
moderna também pode ser resolvido com maquinas de Turing.
Para construir maquinas de Turing mais complexas, é importante
nos convencer de que podemos combina-las, de modo a construir
maquinas que resolvam problemas mais complexos quebrando o
procedimento em partes mais simples. Se conseguirmos encon-
trar uma maneira natural de quebrar um problema complexo em
partes constituintes, podemos atacar o problema em varios esta-
gios, criando varias maquinas de Turing simples e combinando-as
em uma Unica maquina capaz de resolver o problema. Esse ponto
é especialmente importante ao atacar o Problema da Parada na
proxima secao.

Como combinamos as maquinas de Turing M = (0,2, q0,6)
eM’ =(Q’,2’,q(,0")? Usamos agora a configuracao da fita apos
M ter parado como a configuracao de entrada de uma execucao
da maquina M’. Para obter uma tnica maquina de Turing M —~
M’ que faz isso, faca o seguinte:

1. Renumere (ou rerrotule) todos os estados Q' de M’ de
modo que M e M’ nao tenham estados em comum (QNQ’" =

0).
2. Os estados de M —~ M’ sao QU Q’.
3. O alfabeto da fita é 2 U 2",
4. O estado inicial € gg.
5. A funcdo de transicdo é a funcdo ¢” dada por:
6(¢.0)  segeQ

6"”(g.0) =16'(¢q,0) seqeQ’
(g5-0,N) seqeQed(qg,0) éindefinida



A maquina resultante usa as instrucées de M quando estd em
um estado ¢ € Q, e as instrucdoes de M’ quando esta em um
estado ¢ € Q’. Quando estd em um estado ¢ € Q e examina
um simbolo o para o qual M nao tem transicao (isto é, M teria
parado), ela entra no estado inicial de 4’ (e deixa o conteudo
da fita e a posicdo da cabe¢a como estdo).

Note que, a menos que a maquina M seja disciplinada, nao
sabemos onde esta a cabeca da fita quando M para, entdo a con-
figuracao de parada de M nao precisa ter a cabeca examinando
o quadrado 1. Ao combinar maquinas, é importante ter isso em
mente.

Exemplo 14.20. Combinando Mdguinas: Projetaremos uma ma-
quina que, quando iniciada com uma entrada composta de dois
blocos de I de comprimento z e m, para com um unico bloco de
2(m + n) I na fita. Para construir essa maquina, podemos com-
binar duas maquinas que ja conhecemos: a maquina de adicdo e
a duplicadora. Comegamos desenhando um diagrama de estado
para a maquina de adicdo.

I.I.R I,u,N
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Em vez de parar no estado ¢, queremos continuar a operacao a
fim de duplicar a saida. Lembre-se de que a maquina duplicadora
apaga o primeiro trago da entrada e escreve dois tragos em uma
saida separada. Vamos adicionar uma instru¢do para garantir
que a cabeca da fita esteja lendo o primeiro trago da saida da
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maquina de adicao.
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Agora ¢é facil duplicar a entrada—tudo o que temos a fazer é
conectar a maquina duplicadora ao estado ¢4. Isso requer reno-
mear os estados da maquina duplicadora de modo que comecem
em ¢4 em vez de go—dessa forma nido acabamos com dois estados
iniciais. O diagrama final deve ter a aparéncia da Figura 14.7.

Proposicao 14.21. Se M ¢ M’ sao disciplinadas e computam as fun-
¢oes [ NF — N ¢ f/: N — N, respectivamente, entao M ~ M’ ¢
disciplinada e computa f' o f.

Prova. Como M ¢é disciplinada, quando para com sa-
ida f(m1,...,n;) = m, a cabeca estd examinando o quadrado 1.
Se agora entrarmos no estado inicial de M’, a maquina parara
com saida f’(m), novamente examinando o quadrado 1. As
demais condi¢des de Definicdo 14.17 também sido satisfeitas. O

14.9 Variantes de Maquinas de Turing

Na verdade, ha muitas maneiras possiveis de definir maquinas de
Turing, das quais a nossa é apenas uma. De certas formas, nossa
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definicao € mais liberal do que outras. Permitimos alfabetos fi-
nitos arbitrarios; uma defini¢io mais restrita poderia permitir
apenas dois simbolos de fita, / e L. Permitimos que a maquina
escreva um simbolo na fita e se mova ao mesmo tempo; outras de-
finicbes permitem escrever ou mover. Permitimos a possibilidade
de escrever sem mover a cabeca da fita; outras definicoes omitem
a “instrucao” N. Em outros aspectos, nossa definicao é mais res-
tritiva. Assumimos que a fita é infinita em apenas uma direcao;
outras definicdes permitem que a fita seja infinita tanto para a
esquerda quanto para a direita. Na verdade, pode-se até mesmo
permitir qualquer nimero de fitas separadas, ou até mesmo uma
grade infinita de quadrados. Representamos o conjunto de instru-
¢oes da maquina de Turing por uma funcao de transi¢ao; outras
definicoes usam uma relagao de transicao em que a maquina tem
mais de uma instrucdo possivel em qualquer situacdao dada.
Essa ultima flexibilizacdo da defini¢do é particularmente in-
teressante. Em nossa definicdo, quando a mdaquina esta no es-
tado ¢ lendo o simbolo o, 6(¢,0) determina qual é o novo sim-
bolo, o novo estado e a nova posi¢cao da cabeca da fita. Mas se
permitirmos que o conjunto de instru¢des seja uma relagao entre
pares estado-simbolo atuais {(¢g,0) e novas triplas estado-simbolo-
direcao (¢’,0’,D), a acao da maquina de Turing pode ndo ser ex-
clusivamente determinada — a relacdo de instru¢ao pode conter
tanto (¢,0,¢’,0’,D) quanto (¢g,0,¢"”",0”,D’). Nesse caso, temos
uma maquina de Turing ndo deterministica. Estas desempenham
um papel importante na teoria da complexidade computacional.
Ha também diferentes conven¢des para quando uma maquina
de Turing para: dizemos que ela para quando a fung¢ao de transi-
cao ¢é indefinida; outras defini¢bes exigem que a maquina esteja
em um estado de parada especial designado. Explicamos na se-
cao 14.6 por que exigir um estado de parada designado nao é
uma restricdo que impacta o que as maquinas de Turing podem
calcular. Como as fitas de nossas maquinas de Turing sdo in-
finitas em apenas uma direcdo, ha casos em que uma maquina
de Turing ndo consegue executar adequadamente uma instru-
cao: se ela 1&é o quadrado mais a esquerda e deveria se mover



para a esquerda. De acordo com a nossa definicdo, ela simples-
mente permanece no lugar em vez de “cair”’, mas poderiamos
té-la definido de modo que ela pare quando isso acontecer. Essa
definicao também é equivalente: poderiamos simular o compor-
tamento de uma maquina de Turing que para quando tenta se
mover para a esquerda do quadrado 0 excluindo cada transicao
0(¢g,») = (¢’,0,L)—entdo, em vez de tentar mover para a es-
querda em >, a maquina para.'

Ha também diferentes maneiras de representar nameros (e,
portanto, a funcao de entrada-saida calculada por uma maquina
de Turing): usamos representacdo undaria, mas vocé também
pode usar representacdo binaria. Isso requer dois simbolos além
de Ll ew.

Agora, aqui estd um fato interessante: nenhuma dessas va-
riacoes importa para quais fun¢oes sdo Turing-computaveis. Se
uma fungao é Turing-computdvel segundo uma definicao, ela ¢ Turing-
computdvel segundo todas elas.

Nao entraremos nos detalhes de como verificar isso. Eis ape-
nas um exemplo: ndo ganhamos nenhum poder computacional
adicional ao permitir uma fita que ¢é infinita em ambas as dire-
¢oes, ou multiplas fitas. A razdo é, aproximadamente, que uma
maquina de Turing com uma tnica fita infinita unidirecional pode
simular multiplas fitas ou fitas infinitas bidirecionais. Por exem-
plo, usando estados e instru¢des adicionais, podemos “traduzir”
um programa para uma maquina com multiplas fitas ou fita infi-
nita bidirecional em um programa para uma maquina com uma
unica fita infinita unidirecional. A maquina traduzida pode usar
os quadrados pares para os quadrados da fita 1 (ou os quadrados
“positivos” de uma fita infinita bidirecional) e os quadrados im-
pares para os quadrados da fita 2 (ou os quadrados “negativos”).

'Isso nao funciona muito bem, pois nada nos impede de escrever e ler »
em quadrados que nio sejam o quadrado O (veja Exemplo 14.14). Podemos
contornar isso adicionando um segundo simbolo »’ para usar em seu lugar
para tal propdsito.



14.10 A Tese de Church-Turing

As maquinas de Turing devem ser um substituto preciso do con-
ceito de procedimento efetivo. Turing pensava que quem com-
preendesse tanto o conceito de procedimento efetivo quanto o
de maquina de Turing teria a intuicdo de que tudo o que pudesse
ser feito por meio de um procedimento efetivo poderia ser feito
por uma maquina de Turing. Essa afirmacao é sustentada pelo
fato de que todas as outras propostas precisas de substituto do
conceito de procedimento efetivo se mostram extensionalmente
equivalentes ao conceito de maquina de Turing —ou seja, po-
dem computar exatamente o mesmo conjunto de fung¢des. Essa
afirmacao chama-se tese de Church—Turing.

Defini¢ao 14.22 (Tese de Church-Turing). A tese de Church—
Turing afirma que tudo o que é computavel por meio de um pro-
cedimento efetivo é computavel por maquina de Turing.

A tese de Church—Turing é invocada de duas maneiras. O
primeiro tipo de uso é uma desculpa para a preguica. Suponha
que temos uma descri¢do de um procedimento efetivo para com-
putar algo, digamos, em “pseudocodigo.” Entao podemos invo-
car a tese de Church-Turing para justificar a afirmacdo de que
a mesma funcdo é computada por alguma maquina de Turing,
mesmo que nao a tenhamos de fato construido.

O outro uso da tese de Church—Turing é mais filosoficamente
interessante. Pode-se mostrar que existem fun¢des que nao po-
dem ser computadas por maquinas de Turing. Disso, usando a
tese de Church—Turing, conclui-se que ndo podem ser computa-
das efetivamente, usando qualquer procedimento que seja. Pois
se houvesse tal procedimento, pela tese de Church-Turing se-
guiria que haveria uma maquina de Turing para ele. Assim, se
podemos provar que ndo ha maquina de Turing que o compute,
também ndo pode haver um procedimento efetivo. Em particular,
a tese de Church-Turing € invocada para afirmar que o chamado
problema da parada ndo s6 nio pode ser resolvido por maquinas



de Turing, como nao pode ser resolvido efetivamente de modo
algum.

Resumo

Uma méquina de Turing é um tipo de mecanismo idealizado de
computacao. Ela consiste em uma fita infinita em um s6 sentido,
dividida em quadrados, cada um dos quais pode conter um sim-
bolo de um alfabeto predeterminado. A maquina opera movendo
uma cabeca de leitura e escrita ao longo da fita. Ela também
pode estar em um de um ntmero predeterminado de estados.
As ac¢des da cabeca de leitura e escrita sdo determinadas por um
conjunto de instrugdes; cada instrucdo esta condicionada a que
a maquina esteja em um certo estado e leia um certo simbolo, e
especifica qual simbolo a maquina escrevera no quadrado atual,
se ela movera a cabeca de leitura e escrita um quadrado para a
esquerda, para a direita, ou se permanecera parada, e para qual
estado ela mudard. Se a fita contém uma certa entrada, repre-
sentada como uma sequéncia de simbolos na fita, e a maquina é
colocada no estado inicial designado com a cabeca de leitura e
escrita lendo o quadrado mais a esquerda da entrada, o conjunto
de instruc¢bes determinara, passo a passo, uma sequéncia de con-
figuracées da maquina: conteudo da fita, posicao da cabeca de
leitura e escrita e estado da maquina. Caso a maquina encontre
uma configuracdo na qual o conjunto de instru¢des nao contém
uma instru¢do para a combinacao atual de simbolo lido/estado,
a maquina para, e o conteudo da fita é a saida.

Numeros podem ser representados muito facilmente como
sequéncias de tracos na fita de uma maquina de Turing. Dize-
mos que uma funcdo N — N é Turing-computavel se ha uma
maquina de Turing que, sempre que iniciada com a representa-
¢do unaria de n como entrada, eventualmente para com sua fita
contendo a representacdo unaria de f(n) como saida. Muitas
funcoes aritméticas conhecidas podem ser mostradas, com faci-
lidade (ou nem tanto), como Turing-computaveis. Muitos outros



modelos de computacdo além das maquinas de Turing foram pro-
postos; e sempre se verificou que as fung¢des aritméticas compu-
taveis neles também sao Turing-computaveis. Isso é visto como
um suporte para a Tese de Church-Turing: a de que toda fun-
cdo aritmética que pode efetivamente ser computada é Turing-
computavel.

Problemas

Problema 14.1. Escolha uma entrada arbitraria e rastreie as
configuracdes da maquina duplicadora em Exemplo 14.4.

Problema 14.2. Projete uma maquina de Turing com alfabeto
{»,U,A4,B} que aceite, isto ¢, pare, qualquer cadeia de 4 e B na
qual o numero de A seja igual ao numero de B ¢ todos os 4
precedam todos os B, e que rejeite, isto é, ndo pare, qualquer
cadeia em que o niimero de A4 nio seja igual ao namero de B,
ou os 4 nao precedam todos os B. (Por exemplo, a maquina
deve aceitar AABB, e AAABBB, mas rejeitar tanto AAB quanto
AABBAABB.)

Problema 14.3. Projete uma maquina de Turing com alfabeto
{»,U,4, B} que receba como entrada qualquer cadeia@ de 4 e B e
a duplique para produzir uma saida da forma a«. (Por exemplo,
a entrada ABBA deve resultar na saida ABBAABBA).

Problema 14.4. Alfabética? Projete uma maquina de Turing
com alfabeto {»,Ll,4,B} que, ao receber como entrada uma se-
quéncia finita de 4 e B, verifique se todos os 4 aparecem a es-
querda de todos os B ou nao. A maquina deve deixar a cadeia
de entrada na fita, e ou parar, se a cadeia for “alfabética”, ou
rodar para sempre, se a cadeia nao for.

Problema 14.5. Ordenador alfabético: Projete uma maquina de
Turing com alfabeto {»,LI,4,B} que receba como entrada uma
sequéncia finita de 4 e B e os reorganize de modo que todos



os 4 fiquem a esquerda de todos os B. (Por exemplo, a sequén-
cia BABAA deve tornarse a sequéncia AAABB, e a sequéncia
ABBABB deve tornar-se a sequéncia AABBBB).

Problema 14.6. Dé uma definicio para quando uma maquina
de Turing M computa a fun¢io f: NF — N™

Problema 14.7. Rastreie as configuracdes da maquina de Exem-
plo 14.12 para a entrada (3,2). O que acontece se a maquina
computa 0 + 0?

Problema 14.8. Em Exemplo 14.14 descrevemos uma maquina
composta de uma combina¢do da maquina duplicadora de Fi-
gura 14.4 e da maquina movedora de Figura 14.5. O que acon-
tece se vocé inicia essa maquina combinada com a entrada x = 0,
isto é, em uma fita vazia? Como vocé corrigiria a maquina de
modo que, nesse caso, ela parasse com saida 2x = 07 (Vocé deve
conseguir fazer isso adicionando um estado e uma transicao.)

Problema 14.9. Subtra¢ao: Projete uma maquina de Turing que,
ao receber uma entrada de duas cadeias nido vazias de tracos de
comprimento n e m, em que n > m, compute a funcdo f(n,m) =
n—m.

Problema 14.10. Igualdade: Projete uma maquina de Turing
para computar a seguinte funcao:

1 sen=m

igualdade(n,m) = { .
0 sen#m

em que n e m € Z*.

Problema 14.11. Projete uma maquina de Turing para compu-
tar a funcdo min(x,y), em que x e y sdo inteiros positivos repre-
sentados na fita por cadeias de / separadas por um LI. Vocé pode
usar simbolos adicionais no alfabeto da maquina.



A func¢ao min seleciona o menor valor entre seus argumentos,
de modo que min(3,5) = 3, min(20,16) = 16, e min(4,4) = 4, e
assim por diante.

Problema 14.12. Dé uma maquina disciplinada que computa

f(x)=x+1.

Problema 14.13. Encontre uma maquina disciplinada que,
quando iniciada com entrada /" produz saida I —~ L —~ I".

Problema 14.14. Dé uma maquina de Turing disciplinada que
computa f(x) = x + 2 tomando a maquina M de PRO-
BLEMA 14.12 e construindo M —~ M.



CAPITULO 15

15.1 Introducao

Pode parecer 6bvio que nem toda fun¢ao, nem mesmo toda fun-
cao aritmética, pode ser computavel. Ha simplesmente um nu-
mero grande demais delas, cujo comportamento é complicado
demais. Fungdes definidas a partir do decaimento de particulas
radioativas, por exemplo, ou de outro comportamento caético
ou aleatério. Suponha que comecemos a contar intervalos de 1
segundo a partir de um dado instante e definamos a funcao f(n)
como o numero de particulas no universo que decaem no n-ésimo
intervalo de 1 segundo apés aquele momento inicial. Esta parece
ser uma candidata a funcao que jamais poderemos ter esperanca
de computar.

Mas uma coisa é ndo conseguir imaginar como se computaria
tais funcoes, e outra bem diferente é de fato provar que elas sao
incomputaveis. Na verdade, mesmo funcdes que parecem irre-
mediavelmente complicadas podem, em um sentido abstrato, ser
computaveis. Por exemplo, suponha que o universo seja finito no
tempo—algum dia, num futuro muito distante, o universo se con-
traird em um unico ponto, como preveem algumas teorias cosmo-
loégicas. Entdo ha apenas um ntmero finito (mas incrivelmente
grande) de segundos a partir daquele momento inicial para os
quais f(n) esta definida. E qualquer fun¢ao que esteja definida
para apenas finitas entradas é computavel: poderiamos listar as
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saidas em uma grande tabela, ou codifica-la em um diagrama de
transicdo de estados de maquina de Turing muito grande.

Frequentemente estamos interessados em casos especiais de
funcoes cujos valores fornecem as respostas a perguntas de
sim/ndo. Por exemplo, a pergunta “z é um nimero primo?” esta
associada a funcao

1 se n é primo
primo(zn) = P .
0 caso contrario.

Dizemos que uma pergunta de sim/nao pode ser efetivamente de-
cidida se a funcao associada de valores 1/0 é efetivamente com-
putavel.

Para provar matematicamente que ha fun¢des que nao po-
dem ser efetivamente computadas, ou problemas que nio podem
ser efetivamente decididos, é essencial fixar um modelo especi-
fico de computacdo e mostrar que ha fun¢oes que ele ndo pode
computar ou problemas que ele ndo pode decidir. Podemos mos-
trar, por exemplo, que nem toda funcdo pode ser computada por
maquinas de Turing, e nem todo problema pode ser decidido
por maquinas de Turing. Podemos entao apelar para a tese de
Church-Turing para concluir que nao apenas as maquinas de Tu-
ring ndo sdo poderosas o suficiente para computar toda fungao,
como também nenhum procedimento efetivo o é.

A chave para provar tais resultados negativos é o fato de que
podemos atribuir niimeros as préprias maquinas de Turing. A
maneira mais facil de fazer isso é enumera-las, talvez fixando
um modo especifico de escrever maquinas de Turing e seus pro-
gramas e, em seguida, listando-os de maneira sistematica. Uma
vez que vejamos que isso pode ser feito, entdo a existéncia de
funcoes Turing-incomputaveis decorre de simples consideragdes
de cardinalidade: o conjunto de funcoes de N a N (na verdade,
mesmo apenas de N a {0,1}) é incontavel, mas como podemos
enumerar todas as maquinas de Turing, o conjunto de fungoes
Turing-computaveis é apenas infinito contéavel.



Também podemos definir funcdes e problemas especificos que
podemos provar ser incomputaveis e indecidiveis, respectiva-
mente. Um desses problemas é o assim chamado Problema da
Parada. Maquinas de Turing podem ser finitamente descritas
listando-se suas instrucdes. Tal descricio de uma maquina de
Turing, isto €, um programa de maquina de Turing, pode é claro
ser usada como entrada para outra maquina de Turing. Assim,
podemos considerar maquinas de Turing que decidem perguntas
sobre outras maquinas de Turing. Uma pergunta particularmente
interessante é esta: “A maquina de Turing dada eventualmente
para quando iniciada na entrada n?” Seria bom se houvesse uma
maquina de Turing que pudesse decidir essa pergunta: pense
nela como uma maquina de Turing de controle de qualidade que
garante que as maquinas de Turing nio fiquem presas em lacos
infinitos e coisas do tipo. O fato interessante, que Turing provou,
é que ndo pode haver tal maquina de Turing. Nao pode haver
uma unica maquina de Turing que, quando iniciada em uma en-
trada que consiste em uma descricdo de uma maquina de Turing
M e algum numero z, sempre pare com saida 1 ou 0 conforme a
maquina M teria parado ou ndo quando iniciada na entrada z.

Uma vez que tenhamos exemplos de problemas indecidiveis
especificos, podemos usa-los para mostrar que outros problemas
também sdo indecidiveis. Por exemplo, um célebre problema
indecidivel é a pergunta “A férmula 4 de primeira ordem ¢é va-
lida?”. Nao ha maquina de Turing que, dada como entrada uma
formula A4 de primeira ordem, tenha garantia de parar com saida
1 ou 0 conforme 4 seja valida ou nao. Historicamente, a questao
de encontrar um procedimento para resolver efetivamente esse
problema foi chamada simplesmente de “0” problema da decisao;
e assim dizemos que o problema da decisdo é insoluvel. Turing
e Church provaram esse resultado independentemente mais ou
menos na mesma época, de modo que ele também é chamado de
Teorema de Church-Turing.
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Variantes da maquina Par

15.2 Enumerando Méaquinas de Turing

Podemos mostrar que o conjunto de todas as maquinas de Tu-
ring é contavel. Isso decorre do fato de que cada maquina de
Turing pode ser finitamente descrita. O conjunto de estados e o
vocabulario da fita sdo conjuntos finitos. A funcdo de transicao
¢ uma funcao parcial de Q x 2 a Q x 2 x {L,R,N} e, portanto,
também pode ser especificada listando-se seus valores para os
finitos pares de argumentos para os quais esta definida.

Isso é verdade até certo ponto, mas ha uma diferenca sutil. A
definicao de maquinas de Turing nao fez restricao alguma sobre
quais elementos o conjunto de estados e o alfabeto da fita podem
ter. Assim, por exemplo, para todo nimero real, ha tecnicamente
uma maquina de Turing que usa esse nimero como um estado.
Contudo, o comportamento da maquina de Turing é independente
de quais objetos servem como estados e vocabulario. Considere
as duas maquinas de Turing na Figura 15.1. Esses dois diagra-
mas correspondem a duas maquinas, M com o alfabeto de fita
2 = {»,U,1} e conjunto de estados {¢go,¢1}, € M’ com alfabeto
2" = {»,1,A4} e estados {s,h}. Mas, quanto ao resto, suas ins-
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Uma maquina Par padrio

trucdes sdo as mesmas: A para em uma sequéncia de n / se, e
somente se, n é par, e M’ para em uma sequéncia de n 4 se, e
somente se, n é par. Tudo o que fizemos foi renomear / para 4,
go para s e ¢ para h. Esse exemplo se generaliza: podemos con-
siderar maquinas de Turing como sendo a mesma desde que uma
resulte da outra por tal renomeacao de simbolos e estados. Na
verdade, podemos simplesmente pensar nos simbolos e estados
de uma maquina de Turing como inteiros positivos: em vez de o
pense 1, em vez de o1 pense 2, etc.; > é 1, LI é 2, etc. Dessa forma,
a maquina Par torna-se a maquina representada na Figura 15.2.
Poderiamos chamar de maquina padrdo uma maquina de Turing
cujos estados e simbolos sao inteiros positivos, e considerar ape-
nas maquinas padrao de agora em diante."

Queriamos mostrar que o conjunto de maquinas de Turing
é contavel e, tendo em mente as consideracGes acima, basta
mostrar que o conjunto de maquinas de Turing padrao é conta-
vel. Suponha que nos seja dada uma maquina de Turing padrao
M ={Q,2,q0,6). Como poderiamos descrevé-la usando uma ca-
deia finita de inteiros positivos? Primeiro listaremos o nimero
de estados, os proprios estados, o numero de simbolos, os pro-
prios simbolos e o estado inicial. (Lembre-se, todos esses sdo
inteiros positivos, ja que M é uma maquina padrdo.) E quanto

*A terminologia “maquina padrao” nao é padrao.



a 07 O conjunto de argumentos possiveis, isto é, pares (¢g,0), é
finito, ja que Q e 2 sdo finitos. Assim, a informacdo em § é sim-
plesmente a lista finita de todas as 5-uplas (¢,0,¢’,0’,d) em que
0(q.0) ={q’,0’,D), e d é um nimero que codifica a direcao D
(digamos, 1 para L, 2 para R e 3 para N).

Dessa forma, toda maquina de Turing padrao pode ser des-
crita por uma lista finita de inteiros positivos, isto é, como uma
sequéncia sy € (Z*)*. Por exemplo, a maquina Par padrio é
codificada pela sequéncia

2 6(2,2)=(2,2,R)
— ——
2, 1,2 ,3,1,2,3,1, 1,3,2,3,2, 2,2,2,2,2, 2,3,1,3,2 .
—— N— e [ ———
0 6(1,3)=(2,3,R) 6(2,3)=(13,R)

Teorema 15.1. Hd fungdes deN a N que nao sao Turing-computduveis.

Prova. Sabemos que o conjunto de sequéncias finitas de intei-
ros positivos (Z*)* é contavel (PROBLEMA 4.7). Isso nos
da que o conjunto de descricdes de maquinas de Turing pa-
drao, como um subconjunto de (Z*)*, é ele proprio enumera-
vel. Toda funcdo Turing-computéavel de N a N é computada por
alguma (na verdade, muitas) maquina de Turing. Renomeando
seus estados e simbolos para inteiros positivos (em particular, »
como 1, LI como 2 e I como 3), podemos ver que toda funcao
Turing-computavel é computada por uma maquina de Turing pa-
drao. Isso significa que o conjunto de todas as fun¢des Turing-
computaveis de N a N é também enumeravel.

Por outro lado, o conjunto de todas as funcées de N a N nao
é contavel (PROBLEMA 4.21). Se todas as fun¢des fossem com-
putaveis por alguma maquina de Turing, poderiamos enumerar o
conjunto de todas as funces listando todas as descri¢oes de ma-
quinas de Turing que as computam. Logo, ha algumas funcoes
que nao sao Turing-computaveis. O



15.3 Maquinas de Turing Universais

Na secao 15.2 discutimos como toda maquina de Turing pode
ser descrita por uma sequéncia finita de inteiros. Essa sequéncia
codifica os estados, o alfabeto, o estado inicial e as instrucoes
da maquina de Turing. Também observamos que o conjunto
de todas essas descri¢coes é contavel. Como o conjunto de tais
descri¢des é infinito contavel, isso significa que ha uma funcao
sobrejetora de N nessas descri¢des. Uma tal fungao sobrejetora
pode ser obtida, por exemplo, usando o método zigue-zague de
Cantor. Ele nos d4 uma maneira de enumerar todas as (descri-
coes de) maquinas de Turing. Se fixarmos uma tal enumeracao,
passa a fazer sentido falar da primeira, da segunda, ..., ¢-ésima
maquina de Turing. Esses nimeros sio chamados de indices.

Definic¢ao 15.2. Se M é a ¢-ésima maquina de Turing (em nossa
enumeracao fixada), dizemos que ¢ é um indice de M. Escreve-
mos M, para a e-ésima maquina de Turing.

Uma maquina pode ter mais de um indice; por exemplo, duas
descri¢oes de M podem diferir na ordem em que listamos suas
instrucgdes, e essas diferentes descricoes terdo indices diferentes.

E importante notar que é possivel dar a enumeragao das des-
cricdes de maquinas de Turing de tal modo que possamos com-
putar efetivamente a descricio de M a partir de seu indice, e
computar efetivamente um indice de uma maquina M a partir
de sua descri¢do. Pela tese de Church-Turing, é entdo possivel
encontrar uma maquina de Turing que recupera a descricdo da
maquina de Turing com indice ¢ e escreve a descri¢ao correspon-
dente em sua fita como saida. A descricdo seria uma sequéncia
de blocos de I (representando os inteiros positivos na sequéncia
que descreve M,).

Diante disso, torna-se natural perguntar: que funcées de in-
dices de maquinas de Turing sao elas préprias computaveis por
maquinas de Turing? Que propriedades de indices de maquinas
de Turing podem ser decididas por maquinas de Turing? Um



exemplo: a funcdo que leva um indice ¢ ao numero de estados
que a maquina de Turing com indice ¢ possui é computavel por
uma maquina de Turing. Eis o que tal maquina de Turing faria:
iniciada em uma fita contendo um tunico bloco de ¢ I, ela pri-
meiro decodificaria ¢ em sua descricdo. A descri¢do passa a ser
representada por uma sequéncia de blocos de / na fita. Como o
primeiro elemento nessa sequéncia é o nimero de estados, tudo
o que resta a fazer agora é apagar tudo, exceto o primeiro bloco
de 7, e entdo parar.
Um resultado notéavel é o seguinte:

Teorema 15.3. Hd uma maquina de Turing universal U que,
quando iniciada na entrada (e, n),

1. para se, ¢ somente se, M, para na entrada n, e
2. s¢ M, para com saida m, entdo U também para.

Assim, U computa a funcao f : NxN -+ N dada por f (¢,n) = m se M,
iniciada na entrada n para com saida m, e indefinida caso contrdrio.

Prova. Produzir de fato U é basicamente impossivel, ja que se
trata de uma maquina extremamente complicada. Mas podemos
descrever em linhas gerais como ela funciona, e entdo invocar a
tese de Church-Turing. Quando ela comeca, a fita de U contém
um bloco de ¢ I seguido de um bloco de z /. Ela primeiro “de-
codifica” o indice ¢ a direita da entrada n. Isso produz uma lista
de numeros (isto é, blocos de / separados por LI) que descreve as
instrucdes da maquina A/,. Em seguida, U escreve o nimero do
estado inicial de M, e o numero 1 na fita, a direita da descricao
de M,. (Novamente, esses sdo representados em unario, como
blocos de I.) Depois, ela copia a entrada (bloco de n I) para a
direita—mas substitui cada 7 por um bloco de trés / (lembre-se,
o numero do simbolo 7 é 3, sendo 1 o namero de » e 2 0 nimero
de Ll). Na extremidade esquerda dessa sequéncia de blocos (se-
parados por simbolos LI na fita de U), ela escreve um tnico 7, o
cédigo de ».



U agora tem em sua fita: o indice ¢, o nimero z, o nu-
mero de codigo do estado inicial (o “estado atual”), o nimero
da posicao inicial do cabecote 1 (a “posi¢ao atual do cabegote”)
e o conteudo inicial da “fita” (uma sequéncia de blocos de 7
representando os numeros de cédigo dos simbolos de A,—os
“simbolos”—separados por Ll).

Ela agora simula o que M, faria se iniciada na entrada =,
fazendo o seguinte:

1. Encontrar o numero £ da “posi¢ao atual do cabegote” (no
inicio, esse é 1),

2. Mover-se para o k-ésimo bloco na “fita” para ver qual é o
“simbolo” ali,

3. Encontrar a instru¢do que corresponde ao “estado” e ao
“simbolo” atuais,

4. Voltar para o k-ésimo bloco na “fita” e substituir o “sim-
bolo” ali pelo nimero de codigo do simbolo que M, escre-
veria,

5. Mover o cabegote para onde ela registra o “estado” atual e
substituir o namero ali pelo namero do novo estado,

6. Mover-se para o lugar onde ela registra a “posicdo na fita”
e apagar um / ou adicionar um 7 (se a instru¢do mandar
mover para a esquerda ou para a direita, respectivamente).

7. Repetir.”

Se M, iniciada na entrada n nunca para, entdo U também nunca
para, de modo que sua saida é indefinida.

Se no passo (3) acontecer de a descricio de M, ndo conter
nenhuma instrugdo para o par “estado”/“simbolo” atual, entdao

?Estamos passando por cima de algumas dificuldades sutis aqui. Por exem-
plo, U pode precisar de algum espago extra quando incrementa o contador
onde mantém o registro da “posi¢ao atual do cabegote”—nesse caso, tera de
mover toda a “fita” para a direita.



M, pararia. Se isso acontecer, U apaga a parte de sua fita a
esquerda da “fita”. Para cada bloco de trés / (representando
um / na fita de M,), ela escreve um / na extremidade esquerda
de sua propria fita, e apaga sucessivamente a “fita”. Quando
isso esta concluido, a fita de U contém um tnico bloco de I de
comprimento m.

Se U encontrar algo diferente de um bloco de trés 7 na “fita”,
ela para imediatamente. Como a fita de U nesse caso nao contém
um unico bloco de 7, sua saida nio é um ntmero natural, isto é,
f(e,n) é indefinida nesse caso. |

15.4 O Problema da Parada

Suponha que tenhamos fixado alguma enumeracio das descri-
coes de maquinas de Turing. Cada maquina de Turing recebe
assim um indice: seu lugar na enumeracao My, My, M3, ... das
descri¢does de maquinas de Turing.

Sabemos que devem existir fun¢des nao-Turing-computaveis:
o conjunto de descricoes de maquinas de Turing—e, portanto,
o conjunto de maquinas de Turing—é contavel, mas o conjunto
de todas as funces de N a N ndo é. Mas também podemos en-
contrar exemplos especificos de fun¢ées ndo computaveis. Uma
dessas funcdes é a funcdo de parada.

Defini¢ao 15.4 (Fungao de parada). A func¢do deparada h é de-
finida como

h(e.n) {0 se a maquina M, ndo para na entrada n
e,n) =

1 se a maquina M, para na entrada n

Definicao 15.5 (Problema da parada). O Problema da Parada
€ o problema de determinar (para quaisquer ¢, n) se a maquina
de Turing M, para com uma entrada de = tracos.



Mostramos que £ nao é Turing-computavel mostrando que
uma funcao relacionada, s, nao é Turing-computavel. Esta prova
baseia-se no fato de que tudo o que pode ser computado por uma
maquina de Turing pode ser computado por uma maquina de
Turing disciplinada (secdo 14.7), e no fato de que duas maquinas
de Turing podem ser conectadas para criar uma inica maquina

(secdo 14.8).
Definic¢dao 15.6. A funcdo s é definida como

(@) 0 se a maquina M, ndo para na entrada ¢
s(e) =

1 se a maquina M, para na entrada ¢

Lema 15.7. A fun¢do s nao é Turing-computdvel.

Prova. Suponha, por contradi¢do, que a funcdo s seja Turing-
computavel. Entdo haveria uma maquina de Turing § que com-
puta s. Podemos supor, sem perda de generalidade, que quando
S para, ela o faz examinando o primeiro quadrado (isto é, que
ela é disciplinada). Esta maquina pode ser “conectada” a outra
maquina /, que para se for iniciada na entrada 0 (isto é, se ela
1& LI no estado inicial enquanto examina o quadrado a direita do
simbolo de fim de fita), e caso contrario vagueia para a direita,
sem nunca parar. § —~ J, a maquina criada conectando-se S a J,
€ uma maquina de Turing, logo é M, para algum e (isto é, apa-
rece em algum lugar da enumeracio). Inicie 4/, em uma entrada
de ¢ 1. Ha duas possibilidades: ou A, para ou nio para.

1. Suponha que M, pare para uma entrada de ¢ /. Entdo
s(e) = 1. Assim, S, quando iniciada em ¢, para com um
unico I como saida na fita. Entdo / comeca com um / na
fita. Nesse caso, / nao para. Mas M, é a maquina § —~ J,
de modo que ela deveria fazer exatamente o que § seguida
de J faria (isto é, neste caso, vaguear para a direita e nunca
parar). Logo, M, nao pode parar para uma entrada de ¢ /.



2. Agora suponha que M, ndo pare para uma entrada de ¢ /.
Entao s(e¢) = 0, e S, quando iniciada na entrada e, para
com uma fita em branco. /, quando iniciada em uma fita
em branco, para imediatamente. Novamente, M, faz o que
§ seguida de J faria, de modo que A, deve parar para uma
entrada de ¢ /.

Em cada caso chegamos a uma contradi¢cao com nossa suposigao.
Isso mostra que nao pode haver uma maquina de Turing §: s ndo
é Turing-computavel. o

Teorema 15.8 (Insolubilidade do Problema da Parada). O

problema da parada é insoluvel, isto ¢, a fungdo h nao ¢ Turing-
computdvel.

Prova. Suponha que /% fosse Turing-computavel, digamos, por
uma maquina de Turing /. Poderiamos usar / para construir
uma maquina de Turing que computa s: primeiro, fazer uma co6-
pia da entrada (separada por um simbolo LI). Depois, voltar ao
inicio e executar H. Claramente podemos fazer uma maquina
que realiza a primeira tarefa (veja PROBLEMA 14.13), e se H
existisse, poderiamos “conecta-la” a tal maquina copiadora para
obter uma nova maquina que determinaria se M, para na en-
trada e, isto é, computa s. Mas ja mostramos que ndo pode existir
tal maquina. Portanto, £ também nao é Turing-computavel. O

15.5 O Problema da Decisao

Dizemos que a légica de primeira ordem é decidivel se, e somente
se, ha um método efetivo para determinar se uma dada sentenca
é valida ou ndo. Acontece que nao existe tal método: o problema
de decidir a validade de sentencas de primeira ordem é insolavel.

A fim de estabelecer esse importante resultado negativo, pro-
vamos que o problema da decisdo nao pode ser resolvido por



uma maquina de Turing. Isto é, mostramos que nio existe ma-
quina de Turing que, sempre que iniciada em uma fita que con-
tém uma sentenca de primeira ordem, eventualmente para e
produz 1 ou 0 conforme a sentenca seja valida ou nao. Pela
tese de Church-Turing, toda fun¢ao que é computavel é Turing-
computavel. Logo, se essa “funcdo de validade” fosse de algum
modo efetivamente computével, ela seria Turing-computavel. Se
ela ndo é Turing-computavel, entdo também nao pode ser efeti-
vamente computavel.

Nossa estratégia para provar que o problema da decisdo é
insoluvel é reduzir o problema da parada a ele. Isso significa o
seguinte: provamos que a funcdo /(e,w) que para com saida 1
se a maquina de Turing descrita por ¢ para na entrada w e pro-
duz 0 caso contrario nao é Turing-computavel. Mostraremos que
se houvesse uma maquina de Turing que decide a validade de sen-
tencas de primeira ordem, entdo haveria também uma maquina
de Turing que computa /. Como % nao pode ser computada por
uma maquina de Turing, também ndo pode haver uma maquina
de Turing que decide a validade.

O primeiro passo nessa estratégia é mostrar que, para toda
entrada w e maquina de Turing M, podemos descrever efetiva-
mente uma sentenca 7 (M,w) representando o conjunto de ins-
trucoes de M e a entrada w, e uma sentenca £(M,w) exprimindo
“M eventualmente para”, tal que:

FT(M,w) — E(M,w) se, e somente se, M para na
entrada w.

A maior parte de nossa prova consistira em descrever essas sen-
tencas 7' (M,w) e E(M,w) e em verificar que 7' (M,w) — E(M,w)
é valida se, e somente se, M para na entrada w.

15.6 Representando Maquinas de Turing

A fim de representar maquinas de Turing e seu comportamento
por meio de uma sentenca da l6gica de primeira ordem, temos de



definir uma linguagem adequada. A linguagem consiste em duas
partes: predicados para descrever configura¢cdes da maquina, e
expressoes para numerar os passos de execuc¢do (“momentos”) e
as posicoes na fita.

Introduzimos dois tipos de predicados, ambos de 2 lugares:
para cada estado ¢, um predicado (), e para cada simbolo de
fita o, um predicado S,. Os primeiros permitem-nos descrever
o estado de M e a posicao de seu cabecote de fita; os segundos
permitem-nos descrever o conteudo da fita.

A fim de exprimir as posi¢oes do cabecote de fita e o nimero
de passos executados, precisamos de uma maneira de exprimir
numeros. Isso é feito usando um simbolo de constante 0 e uma
funcao de 1 lugar /, a fungdo sucessor. Por convencio, ela é
escrita depois de seu argumento (e omitimos os parénteses).

Para cada nimero n hd um termo candnico n, o numeral de n,
que o representa em £y7. 0 é 0, 1 6 0/, 2 é 0"/, e assim por diante.
Mais formalmente:

0

n+1

0

—
n

O termo 6, isto é, 0, nomeia a posi¢cdo mais a esquerda na fita,
bem como o instante anterior ao primeiro passo de execucao (a
configuracdo inicial). O termo I, isto é, 0’, nomeia o quadrado
a direita do quadrado mais a esquerda, e o instante posterior ao
primeiro passo de execucdo, e assim por diante.

Também introduzimos um predicado < para exprimir tanto a
ordenacao das posic¢oes na fita (quando significa “a esquerda de”)
quanto a dos passos de execucdo (caso em que significa “antes”).

Uma vez que tenhamos a linguagem montada, listamos os
“axiomas” de T (M, w), isto é, as sentencas que, tomadas em con-
junto, descrevem o comportamento de 4 quando executada na
entrada w. Havera sentencas que estabelecem condig¢des sobre 0,
7 e <, sentencas que descrevem a configuracao de entrada, e sen-
tencas que descrevem qual é a configuracdo de M apéds executar
uma instrucdo particular.



Defini¢do 15.9. Dada uma maquina de Turing M =
(0,2,90,0), a linguagem £ consiste em:

1. Um predicado de dois lugares Q,(x,y) para todo estado ¢ €
Q. Intuitivamente, Q,(m,n) exprime “ap6s n passos, M
esta no estado ¢ examinando o m-ésimo quadrado.”

2. Um predicado de dois lugares S,(x,y) para todo sim-
bolo o € X. Intuitivamente, S, (m,n) exprime “apés n
passos, o m-ésimo quadrado contém o simbolo o.”

3. Um simbolo de constante o
4. Um simbolo de fun¢ao de um lugar /

5. Um predicado de dois lugares <

As sentencgas que descrevem a operacao da maquina de Tu-

ring M na entrada w = 0, ... 0, sdo as seguintes:

1. Axiomas que descrevem numeros e <:

a) Uma sentenca que diz que todo niimero é menor que
Seu sucessor:
Vxx < x’

b) Uma sentenca que garante que < é transitivo:
VaVyVz ((x <y Ay <2z)—>x<2)
2. Axiomas que descrevem a configura¢ao de entrada:

a) Apos 0 passos—antes de a maquina comecar—M esta
no estado inicial g9, examinando o quadrado 1:

qu (i’ 6)

b) Os primeiros £ + 1 quadrados contém os simbolos »,

Ty oeey Ot

5.(0,0) A Sy, (TLO) A+ A Sy, (k,0)



¢) Caso contrario, a fita esta vazia:

Vx (k < x = S,(x,0))

3. Axiomas que descrevem a transicao de uma configuracio
para a seguinte:

Para o que segue, seja A(x,y) a conjuncao de todas as sen-
tencas da forma

Vz(((z <xVx<2z)ASy(z,9) = Ss(2,9))

em que o € 2. Usamos A(m,n) para exprimir “exceto no
quadrado m, a fita apds n + 1 passos € a mesma que apos
n passos.”

a)

Para toda instru¢do 6(¢g;,0) = {(g;,0’,R), a sentenga:

VaVy ((Qq (x.9) A S (x.9)) =
(Qq; (¥".3") A Sg(x,y") A A(x,)))

Isto diz que se, ap6s y passos, a maquina esta no es-
tado ¢; examinando o quadrado x que contém o sim-
bolo o, entao ap6s y+1 passos ela esta examinando o
quadrado x +1, esta no estado ¢;, o quadrado x agora
contém ¢’, e todo quadrado distinto de x contém o
mesmo simbolo que continha apés y passos.

Para toda instrugao 6(¢;,0) = (g;,0’,L), a sentenca:

VaVy ((Qq (x",9) A So(x',)) —
(Qq; (%,9") A Ser (x",3") A A(%,9))) A
Vy ((Qg(0,9) A Sz (0,)) —
(Qy,(0,3") A S5 (0,5") A 4(D,9)))
Reserve um momento para pensar em como isso fun-

ciona: agora nao come¢amos com “se examinando o
quadrado x ...”, mas: “se examinando o quadrado



x+1...”. Un movimento para a esquerda significa
que no proximo passo a maquina esta examinando o
quadrado x. Mas o quadrado em que se escreve € x+1.
Fazemos assim porque nao temos subtra¢do nem uma
funcdo predecessor.

Note que os numeros da forma x +1 sdao 1, 2, ...,
isto é, isso ndo cobre o caso em que a maquina esta
examinando o quadrado O e deveria mover-se para
a esquerda (o que, é claro, ndo pode fazer—ela sim-
plesmente permanece onde esta). Esse caso especial é
coberto pela segunda conjunc¢ao: ela diz que se, ap6s
 passos, a maquina esta examinando o quadrado 0
no estado ¢; e o quadrado 0 contém o simbolo o, en-
tdo ap6s y + 1 passos ela ainda estd examinando o
quadrado 0, estd agora no estado ¢;, o simbolo no
quadrado 0 é o', e os quadrados distintos do qua-
drado 0 contém os mesmos simbolos que continham
apos y passos.

c) Para toda instrugdo 6(¢;,0) = {(¢;,0’,N), a sentenga:

VaVy ((Qq (%,9) A S (x,9)) —
(Qq; (%,9") A S (x,9") A A(x,9)))

Seja T'(M,w) a conjuncao de todas as sentengas acima para a
maquina de Turing M e a entrada w.

A fim de exprimir que M eventualmente para, temos de en-
contrar uma sentenca que diga “apés algum ntimero de passos, a
funcdo de transicio sera indefinida.” Seja X o conjunto de todos
os pares (¢,0) tais que §(¢,0) € indefinida. Seja entao E(M,w)
a sentenca

Iy (\/ (Qq(x.3) A So(x,9)))
(g.0)eX

Se usarmos uma maquina de Turing com um estado de pa-
rada designado £, é ainda mais facil: entao a sentenca E(M,w)

Jx Jy Qu(x,y)



exprime que a maquina eventualmente para.

Proposigdo 15.10. Sem < k, entdo T (M,w) Em < k

Prova. Exercicio. |

15.7 Verificando a Representacio

A fim de verificar que nossa representacao funciona, temos de
provar duas coisas. Primeiro, temos de mostrar que se M para
na entrada w, entdo I'(M,w) — E(M,w) é valida. Em seguida,
temos de mostrar a reciproca, isto é, que se 7' (M,w) — E(M,w)
é valida, entdo M de fato eventualmente para quando executada
na entrada w.

A estratégia para prova-las € bem diferente. Para o primeiro
resultado, temos de mostrar que uma sentenca da légica de pri-
meira ordem (a saber, T'(M,w) — E(M,w)) ¢é valida. A maneira
mais facil de fazer isso é dar uma derivacao. Nossa prova, po-
rém, deve funcionar para todos os M e w, de modo que nao
ha realmente uma unica sentenca para a qual tenhamos de dar
uma derivacdo, mas infinitas. Assim, o melhor que podemos fa-
zer é provar por indu¢do que, sejam quais forem M e w, e por
mais passos que M leve para parar na entrada w, haverd uma de-
rivacdo de 7T(M,w) —» E(M,w).

Naturalmente, nossa inducao procedera sobre o ntimero de
passos que M leva antes de atingir uma configuracdo de pa-
rada. Em nossa prova indutiva, estabeleceremos que para cada
passo n da execu¢ao de M na entrada w, T (M,w) £ C(M,w,n),
em que C(M,w,n) descreve corretamente a configuracao de M
executada em w apds n passos. Ora, se M para na entrada w
apos, digamos, n passos, C(M,w,n) descrevera uma configura-
¢ao de parada. Mostraremos também que C(M,w,n) £ E(M,w)
sempre que C(M,w,n) descreve uma configuracio de parada.
Assim, se M para na entrada w, entdo para algum n, M es-
tard em uma configuracdo de parada ap6s n passos. Logo,



T(M,w) e C(M,w,n) em que C(M,w,n) descreve uma configura-
cao de parada, e como nesse caso C(M,w,n) £ E(M,w), obtemos
que T (M,w) £ E(M,w), isto é, que £ T'(M,w) — E(M,w).

A estratégia para a reciproca é bem diferente. Aqui supo-
mos que £ 7' (M,w) — E(M,w) e temos de provar que M para
na entrada w. Da hipétese obtemos que 7'(M,w) £ E(M,w),
isto é, E(M,w) é verdadeira em toda estrutura em que 7' (M, w)
é verdadeira. Assim, descreveremos uma estrutura M em que
T (M,w) é verdadeira: seu dominio sera N, e a interpretacao de
todos os Q; e S, sera dada pelas configuragoes de M durante
uma execug¢do na entrada w. Assim, por exemplo, M £ Q,(m,n)
se, e somente se, 7', quando executada na entrada w por n pas-
sos, esta no estado ¢ e examinando o quadrado m. Ora, como
T(M,w) e E(M,w) por hipétese, e como M k£ T'(M,w) por cons-
trucdo, M F E(M,w). Mas M r E(M,w) se, e somente se, ha
algum n € |[M| = N tal que M, executada na entrada w, esta em
uma configura¢ido de parada apés n passos.

Definicao 15.11. Seja C(M,w,n) a sentenca
Qu(M,7) A Sgy (0,70) A -+ A Serp (k) AV (K < x — Su(x,7))

em que ¢ € o estado de M no instante n, M esta examinando o
quadrado m no instante n, o quadrado i contém o simbolo o;
no instante n para 0 < i < £, e k é o quadrado nao-vazio mais a
direita da fita no instante 0, ou o quadrado mais a direita que o
cabecote de fita visitou apos n passos, o que for maior.

Lema 15.12. Se M executada na entrada w estd em uma configuragao
de parada apés n passos, entdo C(M,w,n) £ E(M,w).

Prova. Suponha que M pare para a entrada w apés n passos. Ha
algum estado ¢, quadrado m e simbolo o tais que:

1. Apés n passos, M estd no estado ¢ examinando o qua-
drado m no qual aparece o.



2. A funcdo de transi¢do 6(¢,0) é indefinida.

C(M,w,n) é a descri¢ao dessa configuracio e incluira as clau-
sulas Qg(m,n) e Sy(m,n). Essas clausulas juntas implicam
E(M,w):

BBy (\/ (Qpx.) A So(x,9))

(g.0)eX

ja que Qg (7, 1) ASe (18,7) E V/(grycx(Qq (7, 7) A S, (78,7)), pois
(¢/,0") € X. O

Assim, se M para na entrada w, entdo ha algum z tal que
C(M,w,n) v E(M,w). Mostraremos agora que para qualquer
instante n, T(M,w) £ C(M,w,n).

Lema 15.13. Para cada n, se M nao parou apos n passos, T (M, w) &
C(M,w,n).

Prova. Base da indugao: Se n = 0, entdo as formulas componen-
tes de C(M,w,0) sao também férmulas componentes de 7' (M, w),
logo implicadas por ela.

Hipotese de inducdo: Se M nao parou antes do n-ésimo
passo, entdo I'(M,w) £ C(M,w,n). Temos de mostrar que (a
menos que C(M,w,n) descreva uma configuracdo de parada),
TM,w) e C(M,w,n +1).

Suponha n > 0 e que, apds n passos, M iniciada em w es-
teja no estado ¢ examinando o quadrado m. Como M ndo para
apos n passos, deve haver no programa de M uma instrucio de
uma das trés formas seguintes:

1. 8(q,0) =(¢’,0",R)
2. 6(g,0) ={¢’,0’,L)
3. 6(¢q,0) =(¢',0’',N)

Consideraremos cada um desses trés casos por sua vez.



1. Suponha que haja uma instrucdo da forma (1). Por Defini-
cao 15.9(3a), isso significa que
VxVy ((Qq(xa)’) A S(,(x,y)) -
(Qg (x.9") A Sgr(%.3") A A(x.)))

é uma férmula componente de 7' (M, w). Isso implica a se-
guinte sentenca (instanciagao universal, m por x e 7 por y):

(Qq(m,7) A Sy (m, 7)) —
(Qq (@', ') A Sg(m,7') A A(m,T0)).

Por hipétese de inducao, 7' (M, w) £ C(M,w,n), isto €,

Qy(m,7) A Syry(0,) A -+ A Ser, (R, B)A
Vx (k < x — Su(x,7))

Como apds n passos o quadrado de fita m contém o, a
féormula componente correspondente é S, (m, ), de modo
que isso implica:

Qq (m9ﬁ) /\ SO’(E’E)
Obtemos agora

Qy (m',7') A Sy (m,7') A
See(0, W) A+ A Sy, (k,7) A
Vx (k < x — S,(x,7))

como segue: A primeira linha vem diretamente do con-
sequente do condicional precedente, por modus ponens.
Cada féormula componente na linha do meio—que exclui
Se,, (m,n')—decorre da férmula componente correspon-
dente em C(M,w,n) junto com A(m,n).



Sem < k, T(M,w) + m < k (Proposi¢ao 15.10) e, por
transitividade de <, temos Vx (Z <x—>m<x). Sem=k,
entdo Vx (k < x—m < x) apenas por logica. A iltima linha
decorre entao da férmula componente correspondente em
C(M,w,n), de Vx (% <x—>om<x)ede A(m,n). Se m < k,
istoja é C(M,w,n +1).

Agora suponha m = k. Nesse caso, apés n + 1 passos, o
cabecote de fita também visitou o quadrado £+1, que agora
é o quadrado mais a direita visitado. Assim, C(M,w,n+1)
tem uma nova férmula componente, S, (E,,ﬁ'), e a ultima
formula componente é Vx (Z, < x — Sy(x,7")). Temos de
verificar que essas duas sentencas também sao implicadas.

Ja temos Vx (k < x> S,(x,7)). Em particular, isso nos da
k<k — Sy(k,n). Do axioma Y,xx < x’ obtemos k£ < k.
Por modus ponens, segue-se Sy,(k , 7).

— —
Além disso, como T(M’i‘f) + k < k , o axioma da transiti-
vidade de < nos da Vx (kK < x — Sy (x,7")). (Deixamos a
verificacdo disso como exercicio.)

. Suponha que haja uma instru¢do da forma (2). Entdo, por
Definicao 15.9(3b),
VaV¥y ((Qg(x".y) A S (x',3)) —
(Qqr(x.9") A S (x,3") A A(x,9))) A
¥y ((Qq,(0,9) A S (0,3)) —
(Qq,(0.3") A S5 (0,5") A A(0.9)))

é uma formula componente de 7'(M,w). Se m > 0, entao
seja [l = m —1 (isto é§, m = [ +1). A primeira férmula
componente da sentenca acima implica o seguinte:

QT ) A Sy (I, 7)) —
(Qu(L7) A S (1, 7) A A(L 7))



Caso contrario, seja [ = m = 0 e considere a seguinte sen-
tenca implicada pela segunda férmula componente:

((qu (6’%) A 50'(6’5)) -
(Qg,(0,7) A So(0,7') A 4(0,7)))

Qualquer das sentencas implica

Qu (1,7 A S (m, ') A
See(0, W) A+ A Sy, (K,7) A
Vx (k < x = S,(x,7))

- —
como antes. (Note que no primeiro caso,/ =/+1=me
no segundo caso / = 0.) Mas isto é justamente C(M,w,n +
1).

3. O caso (3) é deixado como exercicio.

Mostramos que para qualquer zn, 7' (M,w) £ C(M,w,n). o

Lema 15.14. Se M para na entrada w, entdo T (M,w) — E(M,w)
¢ vdlida.

Prova. Por Lema 15.13, sabemos que, para qualquer instante 7,
a descricao C(M,w,n) da configuracdao de M no instante n é im-
plicada por 7' (M, w). Suponha que M pare apos k passos. Nesse
ponto, ela estard examinando o quadrado m, para algum m €
N. Entao C(M,w,k) descreve uma configuracio de parada
de M, isto é, contém como férmulas componentes tanto Q,(m, E)

quanto S, (m,%) com 6(g,0) indefinida. Assim, por Lema 15.12,
C(M,w,k) £ E(M,w). Mas como T'(M,w) £ C(M,w,k), temos
T(M,w) e E(M,w) e portanto T (M,w) — E(M,w) é valida. O

Para completar a verificacdo de nossa afirmacao, temos tam-
bém de estabelecer a direcdo reversa: se T(M,w) —» E(M,w) é
valida, entdo M de fato para quando iniciada na entrada w.



Lema 15.15. Se: T (M,w)—>E(M,w), entdo M para na entrada w.

Prova. Considere a &j-estrutura M com dominio N que inter-
preta 0 como 0, » como a fungdo sucessor e < como a relagao
menor-que, e os predicados @, e S, como segue:

iniciada em w, ap6s n passos,
M esta no estado ¢ examinando o quadrado m

}

QY = {(m.n):

iniciada em w, ap6s n passos,
o quadrado m de M contém o simbolo o

SM = {(m,n) :

Em outras palavras, construimos a estrutura M de modo que
ela descreva o que M iniciada na entrada w de fato faz, passo
a passo. Claramente, M £ T'(M,w). Se ¢ T (M,w) = E(M,w),
entao também M £ E(M,w), isto €,

MEe3xTy( \/ (Qpx.9) A So(x.9)).
(g.o)eX

Como |M| = N, deve haver m, n € N tais que M £ Q,(m,n) A
Ss(m,n) para algum ¢ e o tais que §(¢,0) é indefinida. Pela de-
finicao de M, isso significa que M iniciada na entrada w apos n
passos estd no estado ¢ e lendo o simbolo o, e a fungao de tran-
sicdo € indefinida, isto é, M parou. O

15.8 O Problema da Decisao é Insolavel

Teorema 15.16. O problema da decisao ¢ insolivel: Nao hd mdquina
de Turing D tal que, quando iniciada em uma fita que contém como
entrada uma sentenga B da logica de primeira ordem, D eventualmente
para e produz 1 se, e somente se, B ¢ vdlida, ¢ 0 caso contrdrio.

Prova. Suponha que o problema da decisao fosse solavel, isto &,
suponha que houvesse uma maquina de Turing D. Entdo poderi-
amos resolver o problema da parada como segue. Construimos
uma maquina de Turing E que, dado como entrada o numero ¢



da maquina de Turing M, e a entrada w, computa a sentenca
correspondente 7' (M,,w) — E(M,,w) e para, examinando o qua-
drado mais a esquerda na fita. A maquina £ —~ D entdo, dada a
entrada ¢ e w, primeiro computaria 7" (M,,w)— E(M,,w) e depois
executaria a maquina do problema da decisdo D nessa entrada.
D para com saida 1 se, e somente se, T'(M,,w) — E(M,,w) é
valida, e produz 0 caso contrario. Por Lema 15.15 e Lema 15.14,
T(M,,w) - E(M,,w) é valida se, e somente se, M, para na en-
trada w. Assim, £ —~ D, dada a entrada ¢ e w, para com saida 1
se, e somente se, M, para na entrada w, e para com saida 0 caso
contrario. Em outras palavras, £ —~ D resolveria o problema da
parada. Mas sabemos, por Teorema 15.8, que ndo pode existir
tal maquina de Turing. |

Corolario 15.17. E indecidivel se uma sentenca arbitraria da logica
de primeira ordem ¢ satisfativel.

Prova. Suponha que a satisfatibilidade fosse decidivel por uma
maquina de Turing §. Entao poderiamos resolver o problema da
decisdo como segue: Dada como entrada uma sentenca B, mova
B um quadrado para a direita. Volte ao quadrado 1 e escreva o
simbolo —.

Agora execute a maquina de Turing §. Ela eventualmente
para com saida 1 (se —B é satisfativel) ou O (se —B é insatisfativel)
na fita. Se ha um / no quadrado 1, apague-o; se o quadrado 1
esta vazio, escreva um / e entdo pare.

Essa maquina de Turing sempre para, e sua saida é 1 se, e
somente se, =B ¢ insatisfativel, e 0 caso contrario. Como B ¢ va-
lida se, e somente se, =B ¢ insatisfativel, a maquina produz 1 se,
e somente se, B é valida, e 0 caso contrario, isto é, ela resolveria
o problema da decisao. m|

Portanto, ndo ha maquina de Turing que sempre dé uma res-
posta “sim” ou “nao” correta a pergunta “B é uma sentenca va-
lida da logica de primeira ordem?” No entanto, Ad uma maquina



de Turing que sempre da uma resposta “sim” correta—mas que
simplesmente nao para se a resposta é “nao”. Isso decorre do te-
orema da correc¢ao e completude da logica de primeira ordem, e
do fato de que derivagdes podem ser efetivamente enumeradas.

Teorema 15.18. A4 validade de sentencas de primeira ordem ¢é semi-
decidivel: Hd uma mdquina de Turing E que, quando iniciada em uma
fita que contém como entrada uma sentenca B da logica de primeira
ordem, E eventualmente para e produz 1 se, ¢ somente se, B ¢ vdlida,
mas nao para caso contrdrio.

Prova. Todas as derivacdes possiveis da logica de primeira or-
dem podem ser geradas, uma ap6s a outra, por um algoritmo
efetivo. A maquina £ faz isso e, quando encontra uma deriva-
cdo que mostra que + B, ela para com saida 1. Pelo teorema da
corre¢do, se £ para com saida 1, é porque £ B. Pelo teorema
da completude, se £ B, ha uma derivacao que mostra que + B.
Como E gera sistematicamente todas as derivacdes possiveis, ela
eventualmente encontrard uma que mostra + B, de modo que
eventualmente parara com saida 1. |

15.9 Teorema de Trakhtenbrot

Na secao 15.6 definimos as sentencas 7 (M,w) e E(M,w) para
uma maquina de Turing M e uma cadeia de entrada w. Em se-
guida, mostramos em Lema 15.14 e Lema 15.15 que 7 (M,w) —
E(M,w) é valida se, e somente se, M, iniciada na entrada w,
eventualmente para. Como o Problema da Parada é indecidivel,
isso implica que a validade e a satisfatibilidade de sentencas da
logica de primeira ordem sdo indecidiveis (Teorema 15.16 e Co-
rolario 15.17).

Mas a validade e a satisfatibilidade de sentencas sdo defini-
das para estruturas arbitrarias, finitas ou infinitas. Vocé poderia
suspeitar que é mais facil decidir se uma sentenca é satisfativel
em uma estrutura finita (ou valida em todas as estruturas fini-



tas). Podemos adaptar a prova da insolubilidade do problema
da decisdao de modo que ela mostre que nao é esse o caso.

Primeiro, se vocé voltar a prova de Lema 15.15, vera que
o que fizemos ali foi produzir um modelo M de 7' (M,w) que
descreve exatamente o que a maquina M faz quando iniciada na
entrada w. O dominio daquele modelo era N, isto é, infinito.
Mas se M de fato para na entrada w, podemos construir um
modelo finito M’ da mesma maneira. Suponha que M iniciada
na entrada w pare apos k£ passos. Tome como dominio [M’| o
conjunto {0,...,n}, em que n € o maior entre £ e 0 comprimento
de w, e seja

n caso contrario,

/M/(x):{x-i-l sex<n

e (x,9) € <M se, e somente se, ¥ < y ou x = y = n. Quanto ao
resto, M’ é definida tal como M. Pela definicao de M’, tal como
na prova de Lema 15.15, M’ £ T(M,w). E como supusemos que
M para na entrada w, M’ £ E(M,w). Assim, M’ é um modelo
finito de 7'(M,w) A E(M,w) (note que substituimos — por A).

Estamos a meio caminho de uma prova: mostramos que se
M para na entrada w, entdo 7'(M,w) A E(M,w) tem um mo-
delo finito. Infelizmente, a reciproca disso nao vale, isto é, ha
maquinas de Turing que ndo param em alguma entrada w, mas
T(M,w) A E(M,w) ainda assim tem um modelo finito. Por exem-
plo, considere a maquina M com o tnico estado ¢y e a instrucdo
0(gqo,1) = (go,U,N). Iniciada na entrada vazia w = A, essa ma-
quina nunca para: estd em um lago infinito, mas nao altera a fita
nem move o cabecote. Todas as configuracdes sdo as mesmas
(mesmo estado, mesma posicdo do cabegote, mesmo contetudo
da fita). Podemos definir uma estrutura finita M"" que satisfaz
T(M,A) AN E(M,A) (exercicio). Podemos, no entanto, modifi-
car T(M,w) de modo adequado para que tais estruturas sejam
descartadas.

Considere as sentencas que descrevem a operagado da ma-

quina de Turing M na entrada w = 0 ... 0;:



1. Axiomas que descrevem numeros e < (tal como na defini-
¢ao de T (M,w) na secao 15.6).

2. Axiomas que descrevem a configuracdo de entrada: tal
como na defini¢do de 7(M,w).

3. Axiomas que descrevem a transicio de uma configuracao
para a seguinte:

Para o que segue, seja A(x,y) como antes, e seja
B(y)=Vx(x<y—>x+y).
a) Para toda instrugdo 6(¢;,07) = (¢;,0”,R), a sentenqa:

VaVy ((Qq (x,9) A S (x,9)) —
(Qq, (*",9") A Sor(x,y") A A(x.9) A B(5)))

b) Para toda instru¢do 6(¢;,0) = (g;,0’,L), a sentenca

VaVy ((Qq, (x',9) A Se(x',9)) —
(Qq; (%,3") A S (x",9") A A(x,))) A
¥y ((Qqg,(0,) A S5 (0,3)) —
(Qy,(0,9") A So(0,9") A 4(0,9) A B(y')))

c) Para toda instrugdo 6(¢;,0) = {(g;,0’,N), a sentenqa:

VaVy ((Qq, (%,9) A Sy (x,)) —
(Qg, (2,9") A Sgr(x,9") A A(x,9) A B(y')))

Como vocé pode ver, as sentencas que descrevem as tran-
sicoes de M sdao as mesmas que a sentenga correspon-
dente em 7' (M,w), exceto que adicionamos B(y’) ao final.
B(y’) garante que o nimero y’ da “proxima” configuracao
é diferente de todos os nimeros anteriores 0, 0/, ....

Seja T'(M,w) a conjuncao de todas as sentencas acima para a
maquina de Turing M e a entrada w.



Lema 15.19. Se¢ M iniciada na entrada w para, entdo T' (M, w) A
E(M,w) tem um modelo finito.

Prova. Seja M’ como na prova de Lema 15.15, exceto que

IM’'| ={0,...,n},
/M,( ) x+1 sex<n
X) =
n caso contrario,

(x,9) e <Mssex <youx=y=n,

em que n = max(k,len(w)) e £ é o menor namero tal que M
iniciada na entrada w parou apés k£ passos. Deixamos como
exercicio a verificacdo de que M’ £ T/ (M, w) N E(M,w). O

Lema 15.20. Se T'(M,w) N E(M,w) tem um modelo finito, entdo
M iniciada na entrada w para.

Prova. Mostramos a contrapositiva. Suponha que M iniciada
em w nao pare. Se T'(M,w) A E(M,w) nao tem modelo al-
gum, terminamos. Entdo suponha que M seja um modelo
de T'(M,w) N E(M,w). Temos de mostrar que ele nao pode ser
finito.

Podemos provar, tal como em Lema 15.13, que se M, inici-
ada na entrada w, nao parou ap6s n passos, entio 7’ (M,w) &
C(M,w,n) N B(n). Como M iniciada na entrada w nao para,
T'(M,w) £ C(M,w,n) A B(n) para todo n € N. Note que, por
Proposicao 15.10, T’(M,w) £ k < % para todo k < n. Além disso,
B(n) Ek<7—k+#7u Assim, M I:Z;tﬁpara todo k£ < n, isto
é, os infinitos termos k devem ter todos valores diferentes em M.
Mas isso requer que |M| seja infinito, de modo que M ndo pode
ser um modelo finito de 7/(M,w) A E(M,w). O



Teorema 15.21 (Teorema de Trakhtenbrot). E indecidivel se
uma sentenga arbitrdria da logica de primeira ordem tem um modelo
finito (isto ¢, é finitamente satisfativel).

Prova. Suponha que houvesse uma maquina de Turing F que de-
cide o problema da satisfatibilidade finita. Entao, dada qualquer
maquina de Turing M e entrada w, poderiamos computar a sen-
tenca 7' (M,w) A E(M,w) e usar F para decidir se ela tem um
modelo finito. Por Lemas 15.19 e 15.20, ela tem se, e somente se,
M iniciada na entrada w para. Assim, poderiamos usar F para
resolver o problema da parada, que sabemos ser insolavel. O

Corolario 15.22. Nao pode haver um sistema de derivacao que seja
correto e completo para a validade finita, isto é, um sistema de derivagao
que tenha + B se, e somente se, M £ B para toda estrutura finita M.

Prova. Exercicio. O

Resumo

Maquinas de Turing sdo determinadas por seus conjuntos de ins-
trucdes, que sdo conjuntos finitos de quintuplas (para cada estado
e simbolo lido, especificam novo estado, simbolo escrito e movi-
mento da cabeca). Os conjuntos finitos de quintuplas sdo enu-
meraveis, de modo que ha uma maneira de associar um nimero
a cada conjunto de instru¢des de maquina de Turing. O indice
de uma maquina de Turing é o nimero associado a seu conjunto
de instrucdes sob um esquema fixo desse tipo. Dessa forma, po-
demos “falar sobre” maquinas de Turing indiretamente—falando
sobre seus indices.

Um problema importante sobre o comportamento das ma-
quinas de Turing é se elas eventualmente param. Seja A(e,n) a
funcao que = 1 se a maquina de Turing com indice ¢ para quando
iniciada com a entrada z, e = 0 caso contrario. Ela é chamada
de funcdo de parada. A questdo de saber se a propria funcao



de parada é Turing-computavel é chamada de problema da pa-
rada. A resposta é ndo: o problema da parada é insolavel. Isso
é estabelecido usando um argumento diagonal.

O problema da parada é apenas um exemplo de uma classe
maior de problemas da forma “X pode ser realizado usando ma-
quinas de Turing”. Outro problema central da légica é o pro-
blema da decisao para a légica de primeira ordem: existe
uma maquina de Turing capaz de decidir se uma dada sentenca
é valida ou nao? Esse famoso problema também foi resolvido
negativamente: o problema da decisdo € insoluvel. Isso é estabe-
lecido por um argumento de redugao: podemos associar a cada
maquina de Turing M e entrada w uma sentenca de primeira or-
dem 7' (M,w) — E(M,w) que é valida se e somente se M para
quando iniciada com a entrada w. Se o problema da decisdao
fosse soluvel, poderiamos entdo usa-lo para resolver o problema
da parada.

Problemas

Problema 15.1. Vocé consegue pensar em uma maneira de des-
crever maquinas de Turing que ndo exija que os estados e os
simbolos do alfabeto sejam listados explicitamente? Vocé pode
definir sua prépria no¢ao de maquina “padrao”, mas diga algo
sobre por que toda maquina de Turing pode ser computada por
uma maquina “padrao” no seu novo sentido.

Problema 15.2. O problema da Parada com Trés (3-Parada) é o
problema de dar um procedimento de decisao para determinar se
uma maquina de Turing escolhida arbitrariamente para ou nao
para uma entrada de trés / em uma fita que, fora isso, esta em
branco. Prove que o problema 3-Parada é insolavel.

Problema 15.3. Mostre que se o problema da parada é soluvel
para pares de maquina de Turing e entrada M, e n em que ¢ # n,
entdo ele também é solivel para os casos em que ¢ = n.



Problema 15.4. Provamos que o problema da parada é insolu-
vel se a entrada é um numero ¢, que identifica uma maquina de
Turing M, por meio de uma enumeracao de todas as maquinas
de Turing. E se permitirmos a descricio de maquinas de Tu-
ring de secdo 15.2 diretamente como entrada? Pode haver uma
maquina de Turing que decide o problema da parada, mas que
recebe como entrada descri¢des de maquinas de Turing em vez
de indices? Explique por que sim ou por que nao.

Problema 15.5. Mostre que a fungao parcial s’ definida como

¥ (e) = {1 se a maquina M, para na entrada ¢

indefinida se a maquina A/, ndo para na entrada e
¢ Turing-computavel.

Problema 15.6. Prove Proposicao 15.10. (Dica: use inducdo em
k—m).

Problema 15.7. Complete o caso (3) da prova de Lema 15.13.

Problema 15.8. Dé uma derivagdo de S, (i,7’) a partir de
Sy, (i,m) e A(m,n) (supondo i # m, isto é, i < m ou m < i).

Problema 15.9. Dé uma derivago de Vx (El < x— Sy(x,7")
a partir de Vx (k < x — Sy(x,7")), Vax < x" e VaVyVz ((x <
JAY<z)—>x<2))

Problema 15.10. Seja M uma maquina de Turing com o tnico
estado ¢o e a unica instrucao 6(¢go,L) = (¢,L,N). Seja [M"| =
{0,1,2}, M) = M@1Q) = 1e M (©Q) = 2 e <M =
{(0,1),(1,1),(2,2)}. Defina Q)", SM" e SM" de modo que
T(M,A) e E(M,A) se tornem verdadeiras e explique por que

o sdao. Dica: Observe que 6(go,>) € indefinida. Garanta que
(@R (1,7) A S.(0,7) AVx (0 < x = S.(x,7)) para todo n € N
3y (Qqy (0.9) A 5.(0.9))

sao ambas verdadeiras em M"’.



Problema 15.11. Complete a prova de Lema 15.19 provando
que M' £ T(M,w) N E(M,w).

Problema 15.12. Complete a prova de Lema 15.20 provando
que se M, iniciada na entrada w, ndo parou apés n passos, entao
T'(M,w) £ B(mn).

Problema 15.13. Prove Corolario 15.22. Observe que B ¢ sa-
tisfeita em toda estrutura finita se, e somente se, =B nao é fini-
tamente satisfativel. Explique por que a satisfatibilidade finita é
semidecidivel no sentido de Teorema 15.18. Use isso para argu-
mentar que se houvesse um sistema de derivacao para a validade
finita, entio a satisfatibilidade finita seria decidivel.
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APENDICE A

A.1 Introdugao

Com base em suas experiéncias na légica introdutoria, vocé
talvez se sinta & vontade com um sistema de derivacio—
provavelmente um sistema de derivacdo de dedugdo natural ou
no estilo Fitch, ou talvez um sistema de arvores de prova. Vocé
provavelmente se lembra de fazer provas nesses sistemas, seja
provando uma férmula, seja mostrando que um dado argumento
é valido. Para fazer isso, vocé aplicava as regras do sistema até
obter o resultado final desejado. Ao raciocinar sobre 16gica, tam-
bém provamos coisas, mas na maioria dos casos ndo estamos
usando um sistema de deriva¢ao. De fato, a maior parte das pro-
vas que consideramos é feita em portugués (talvez com alguma
linguagem simbolica inserida) e nao inteiramente na linguagem
da logica de primeira ordem. Ao construir tais provas, vocé pode
a principio ficar perdido—como provo algo sem um sistema de
derivacao? Como comego? Como sei se minha prova esta cor-
reta?

Antes de tentar uma prova, é importante saber o que é uma
prova e como construir uma. Como o nome sugere, uma prova
destina-se a mostrar que algo é verdadeiro. Vocé pode pensar
nisso em termos de um didlogo—alguém lhe pergunta se algo
é verdadeiro, digamos, se todo primo diferente de dois é um
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numero impar. Responder “sim” nao é suficiente; a pessoa pode
querer saber por qué. Nesse caso, vocé lhe daria uma prova.

No discurso cotidiano, pode ser suficiente esbocar uma res-
posta, ou dar uma resposta incompleta. Na légica e na matema-
tica, porém, queremos uma prova rigorosa—queremos mostrar
que algo é verdadeiro além de qualguer duvida. Isso significa que
cada passo de nossa prova deve ser justificado, e a justificativa
deve ser convincente (isto é, a suposi¢cao que vocé esta usando
€ de fato assumida no enunciado do teorema que vocé esta pro-
vando, as defini¢coes que vocé aplica devem ser aplicadas correta-
mente, as justificativas invocadas devem ser inferéncias corretas,
etc.).

Em geral, estamos provando algum enunciado. Chamamos
os enunciados que provamos por varios nomes: proposicoes, te-
oremas, lemas ou corolarios. Uma proposicdo é um enunciado
basico digno de prova: importante o suficiente para ser regis-
trado, mas talvez nado particularmente profundo nem aplicado
com frequéncia. Um teorema é uma proposicao significativa e
importante. Sua prova é frequentemente dividida em varios pas-
sos, e as vezes recebe o nome da pessoa que primeiro o provou
(por exemplo, o Teorema de Cantor, o teorema de Léwenheim—
Skolem) ou do fato de que trata (por exemplo, o teorema da
completude). Um lema é uma proposicdo ou teorema usado na
prova de um resultado mais importante. De modo confuso, as
vezes os lemas sdo resultados importantes em si mesmos, e tam-
bém recebem o nome da pessoa que os introduziu (por exemplo,
o Lema de Zorn). Um corolario é um resultado que decorre fa-
cilmente de outro.

Um enunciado a ser provado frequentemente contém supo-
sicoes que esclarecem sobre quais tipos de coisas estamos pro-
vando algo. Ele pode comecar com “Seja 4 uma férmula da
forma B — C” ou “Suponha I + A” ou algo do género. Essas
sao as hipdteses da proposicao, teorema ou lema, e vocé pode
assumi-las como verdadeiras em sua prova. Elas restringem o
que estamos provando e também introduzem alguns nomes para
os objetos sobre os quais estamos falando. Por exemplo, se sua



proposi¢ao comeca com “Seja 4 uma formula da forma B — C”,
vocé esta provando algo apenas sobre todas as férmulas de certo
tipo (a saber, condicionais), e fica entendido que B — C é um
condicional arbitrario sobre o qual sua prova falara.

A.2 Comecando uma Prova

Mas por onde comegar?

Foi-lhe dado algo a provar, de modo que isso deveria ser a
ultima coisa mencionada na prova (vocé pode, obviamente, anun-
ciar que vai prova-lo no comego, mas nao convém usa-lo como
suposicao). Escreva o que vocé esta tentando provar no rodapé
de uma folha de papel em branco—assim vocé nao perde de vista
seu objetivo.

Em seguida, vocé pode ter algumas suposi¢des que pode usar
(isso ficara mais claro quando falarmos sobre o tipo de prova que
vocé esta fazendo na préxima secdo). Escreva-as no topo da pa-
gina e certifique-se de sinalizar que sdo suposi¢des (isto é, se
vocé esta supondo p, escreva “suponha que p” ou “assuma que
p”). Por fim, pode haver na questao algumas defini¢des que vocé
precisa conhecer. Pode ser que lhe digam para usar uma defi-
nicdo especifica, ou pode haver varias definicGes nas suposi¢oes
ou na conclusdo para a qual vocé esta trabalhando. Anote-as e
certifique-se de entender o que significam.

A forma como vocé organiza sua prova também dependera
da forma da questdo. A préxima secdo fornece detalhes sobre
como organizar sua prova com base no tipo de sentenca.

A.3 Usando Definic¢bes

Mencionamos que vocé deve estar familiarizado com todas as
definicoes que possam ser usadas na prova, e que saiba aplica-las
corretamente. Esse é um ponto realmente importante, e vale a
pena examind-lo em um pouco mais de detalhe. As defini¢oes
sdo usadas para abreviar propriedades e relagdes, de modo que



possamos falar delas de forma mais sucinta. A abreviacao intro-
duzida é chamada de definiendum, e aquilo que ela abrevia é o
definiens. Em provas, com frequéncia temos que voltar a como o
definiendum foi introduzido, porque temos que explorar a estru-
tura logica do definiens (a versao longa da qual o termo definido
€ a abreviagao) para concluir nossa prova. Ao desdobrar as defi-
nicoes, vocé garante que estd chegando ao cerne de onde a acao
logica acontece.

Comecaremos com um exemplo. Suponha que vocé queira
provar o seguinte:

Proposicao A.1. Para quaisquer conjuntos A e B, AU B = BU A.

Para sequer iniciar a prova, precisamos saber o que significa
que dois conjuntos sejam idénticos; isto é, precisamos saber o que
o “=” naquela equacao significa para conjuntos. Os conjuntos siao
definidos como idénticos sempre que tém os mesmos elementos.
Assim, a definicao que temos que desdobrar é:

Defini¢ao A.2. Os conjuntos 4 e B sao idénticos, A = B, sse
todo elemento de 4 é um elemento de B, e vice-versa.

Esta definicao usa 4 e B como marcadores de posi¢ao para
conjuntos arbitrarios. O que ela define—o definiendum—é a ex-
pressio “4 = B”, dando a condi¢do sob a qual 4 = B é verda-
deira. Essa condicao—“todo elemento de 4 é um elemento de B,
e vice-versa’—¢ o definiens." A definicao especifica que 4 = B é
verdadeira se, e somente se (abreviamos isso por “sse”) a condi-
cao vale.

Quando vocé aplica a defini¢ao, tem que fazer corresponder
0 A e o B da definicdo ao caso de que esta tratando. No nosso

'Neste caso particular—e de modo bastante confuso!—quando 4 = B, os
conjuntos 4 e B sdo apenas um Unico e mesmo conjunto, ainda que usemos
letras diferentes para ele do lado esquerdo e do lado direito. Mas os modos
pelos quais esse conjunto é identificado podem ser diferentes, e isso torna a
defini¢do nao trivial.



caso, isso significa que, para que 4 U B = B U 4 seja verdadeira,
cada z € AU B também deve estar em B U A, e vice-versa. A
expressao 4 U B na proposicdo faz o papel de 4 na definicao, e
BUA, ode B. Como 4 e B sao usados tanto na definicdo quanto
no enunciado da proposi¢ao que estamos provando, mas em usos
diferentes, vocé precisa ter cuidado para nao confundir os dois.
Por exemplo, seria um erro pensar que vocé poderia provar a
proposicao mostrando que todo elemento de 4 é um elemento
de B, e vice-versa—isso mostraria que 4 = B, ndo que AUB = BU
4. (Além disso, como 4 e B podem ser quaisquer dois conjuntos,
vocé nao chegaria muito longe, pois, se nada for suposto sobre
A4 e B, eles bem podem ser conjuntos diferentes.)

Dentro da prova, estamos lidando com nocées da teoria dos
conjuntos, como unido, e portanto também precisamos conhecer
os significados do simbolo U a fim de entender como a prova
deve prosseguir. E, as vezes, desdobrar a definicio da origem
a outras definicoes a desdobrar. Por exemplo, 4 U B é definido
como {z : z € Aouz € B}. Entdo, se vocé quer provar que
x € AU B, desdobrar a definicao de U lhe diz que vocé tem que
provar x € {z : z € Aou z € B}. Agora vocé também tem que
lembrar que x € {z:...2z...} sse...x.... Assim, desdobrando
ainda mais a definicdo da notacdo {z:...z...}, o que vocé tem
que mostrar é: x € 4 ou x € B. Assim, “todo elemento de AUB é
também um elemento de BUA” significa, na verdade: “para todo
x,se x € Aoux € B, entio x € B ou x € A.” Se desdobramos
completamente as defini¢des na proposicdo, vemos que o que
temos que mostrar € isto:

Proposicao A.3. Para quaisquer conjuntos A ¢ B: (a) para todo x, se
x € Aoux € B, entadox € B oux € A, e (b) para todo x, se x € B ou
x € A, entdo x € A ou x € B.

O que importa é que desdobrar definicGes é uma parte ne-
cessaria da construcdo de uma prova. Fazé-lo corretamente é
as vezes dificil: vocé deve ter cuidado para distinguir e fazer
corresponder as variaveis da definicdo e os termos na afirmacao



que esta provando. Para ter sucesso, vocé deve saber o que a
questao esta pedindo e o que todos os termos usados na questao
significam—muitas vezes vocé precisara desdobrar mais de uma
definicao. Em provas simples como as que seguem, a solucao de-
corre quase imediatamente das proprias definigdes. E claro que
nem sempre sera assim tao simples.

A.4 Padroes de Inferéncia

As provas sao compostas de inferéncias individuais. Quando fa-
zemos uma inferéncia, normalmente a indicamos usando uma
palavra como “entdo,” “assim,” ou “portanto.” A inferéncia mui-
tas vezes se apoia em um ou dois fatos que ja temos disponiveis
em nossa prova—pode ser algo que supusemos, ou algo que con-
cluimos por uma inferéncia anterior. Para deixar claro, pode-
mos rotular essas coisas, e na inferéncia indicamos quais outras
afirmacdes estamos usando na inferéncia. Uma inferéncia mui-
tas vezes também contera uma explicacdao de por que nossa nova
conclusdo decorre das coisas que a precedem. Ha alguns padroes
comuns de inferéncia que sao usados com muita frequéncia em
provas; percorreremos alguns deles abaixo. Alguns padrdes de
inferéncia, como as provas por inducao, sao mais elaborados (e
serdo discutidos mais adiante).

Ja discutimos um padrao de inferéncia: desdobrar, ou aplicar,
uma definicdo. Quando desdobramos uma defini¢ao, apenas re-
enunciamos algo que envolve o definiendum usando o definiens.
Por exemplo, suponha que ja tenhamos estabelecido no curso de
uma prova que D = E (a). Entdo podemos aplicar a definicao
de = para conjuntos e inferir: “Assim, por defini¢cao, de (a), todo
elemento de D é um elemento de E e vice-versa.”

De modo um tanto confuso, muitas vezes niao escrevemos a
justificativa de uma inferéncia quando de fato a fazemos, mas
antes. Suponha que ainda ndo tenhamos provado que D = E,
mas queremos. Se D = E é a conclusdo que buscamos, entdo
podemos reenunciar esse objetivo também aplicando a defini¢ao:



para provar D = E temos que provar que todo elemento de D é
um elemento de E e vice-versa. Assim, nossa prova tera a forma:
(a) provar que todo elemento de D é um elemento de E; (b) todo
elemento de £ é um elemento de D; (c) portanto, de (a) e (b),
pela definicdo de =, D = E. Mas normalmente nio escreveriamos
desse jeito. Em vez disso, poderiamos escrever algo como,

Queremos mostrar D = E. Pela definicao de =, isso
equivale a mostrar que todo elemento de D é um ele-
mento de E e vice-versa.

(a) ...(uma prova de que todo elemento de D é
um elemento de E) ...

(b) ...(uma prova de que todo elemento de E ¢é
um elemento de D) ...

Usando uma Conjunc¢io

Talvez o padrao de inferéncia mais simples seja o de tirar como
conclusao uma das conjuntivas de uma conjuncdo. Em outras
palavras: se supusemos ou ja provamos que p e ¢, entao temos o
direito de inferir que p (e também que ¢). Essa é uma inferéncia
tao basica que muitas vezes nado é mencionada. Por exemplo,
uma vez que tenhamos desdobrado a definicdo de D = E, estabe-
lecemos que todo elemento de D é um elemento de E e vice-versa.
Disso podemos concluir que todo elemento de £ é um elemento
de D (essa é a parte do “vice-versa”).

Provando uma Conjunc¢ao

As vezes, o que lhe pedirdo para provar tera a forma de uma
conjuncio; pedirdo a vocé que “prove p e ¢.” Nesse caso, vocé
simplesmente tem que fazer duas coisas: provar p, e entao provar
g. Vocé poderia dividir sua prova em duas sec¢des e, para maior
clareza, rotula-las. Quando estiver fazendo suas primeiras anota-
¢oes, vocé pode escrever “(1) Provar p” no topo da pagina, e “(2)



Provar ¢” no meio da pagina. (E claro que vocé pode nio ser ex-
plicitamente solicitado a provar uma conjun¢ao, mas descobrir
que sua prova exige que vocé prove uma conjuncao. Por exemplo,
se lhe pedem para provar que D = E, vocé descobrira que, apos
desdobrar a definicao de =, vocé tem que provar: todo elemento
de D é um elemento de E ¢ todo elemento de E é um elemento
de D).

Provando uma Disjunc¢ao

Quando o que vocé esta provando assume a forma de uma dis-
juncao (isto é, é uma afirmacao da forma “p ou ¢”), basta mos-
trar que um dos disjuntos é verdadeiro. No entanto, basicamente
nunca acontece de qualquer um dos disjuntos simplesmente de-
correr das suposi¢des do seu teorema. Mais frequentemente, as
suposicoes do seu teorema sdo elas préprias disjuntivas, ou vocé
estd mostrando que todas as coisas de certo tipo tém uma de
duas propriedades, mas algumas das coisas tém uma e outras
tém a outra propriedade. E aqui que a prova por casos é ftil
(veja abaixo).

Prova Condicional

Muitos teoremas que vocé encontrara estdo na forma condicional
(isto é, mostre que se p vale, entdo ¢ também é verdadeiro). Esses
casos sdo bons e faceis de montar—basta supor o antecedente do
condicional (neste caso, p) e provar a conclusao ¢ a partir dele.
Entdo, se o seu teorema diz “Se p entdo ¢,” vocé comega sua
prova com “suponha p” e, ao final, vocé deve ter provado g.

Os condicionais podem ser enunciados de maneiras diferen-
tes. Assim, em vez de “Se p entdo ¢,” um teorema pode afirmar
que “p somente se ¢,” “q se p,” ou “q, desde que p.” Todos eles
significam o mesmo e exigem supor p e provar ¢ a partir dessa
suposicao. Lembre-se de que um bicondicional (“p se e somente
se (sse) ¢”) é, na verdade, dois condicionais postos juntos: se p
entao ¢, e se ¢ entao p. Tudo o que vocé tem que fazer, entdo,



sdo duas instancias de prova condicional: uma para o primeiro
condicional e outra para o segundo. As vezes, no entanto, é
possivel provar uma afirmagdo “sse” encadeando um monte de
outras afirmacoes “sse”, de modo que vocé comece com “p” e
termine com “¢”—mas, nesse caso, vocé tem que garantir que
cada passo realmente seja um “sse.”

Afirmacoes Universais

Usar uma afirmacdo universal é simples: se algo é verdadeiro
para qualquer coisa, é verdadeiro para cada coisa particular. En-
tao, se, digamos, a hipétese da sua prova é 4 C B, isso significa
(desdobrando a definicdo de C) que, para todo x € 4, x € B.
Assim, se vocé ja sabe que z € 4, vocé pode concluir z € B.

Provar uma afirmac¢ao universal pode parecer um pouco com-
plicado. Normalmente essas afirmac¢des assumem a seguinte
forma: “Se x tem P, entdo ele tem Q” ou “Todos os P sdao Q.”
E claro que pode nio se ajustar a essa forma perfeitamente, e é
preciso um pouco de pratica para descobrir o que exatamente
lhe pedem para provar. Mas: muitas vezes temos que provar que
todos os objetos com alguma propriedade tém uma certa outra
propriedade.

A maneira de provar uma afirmacdo universal é introduzir
nomes ou variaveis para as coisas que tém uma propriedade e
entdao mostrar que elas também tém a outra propriedade. Pode-
riamos expressar isso dizendo que, para provar algo para todos os
P, vocé tem que prova-lo para um P arbitrdrio. E o nome intro-
duzido é um nome para um P arbitrario. Normalmente usamos
letras isoladas como esses nomes para coisas arbitrarias, e as le-
tras costumam seguir convengdes: por exemplo, usamos n para
numeros naturais, 4 para formulas, 4 para conjuntos, f para
funcoes, etc.

O truque é manter a generalidade ao longo da prova. Vocé
comeca supondo que um objeto arbitrario (“x”) tem a proprie-
dade P, e mostra (com base apenas em defini¢des ou no que lhe
é permitido supor) que x tem a propriedade Q. Como vocé nao



estipulou o que x é especificamente, a ndo ser que ele tem a pro-
priedade P, entdo vocé pode afirmar que tudo que tem P tem a
propriedade Q. Em suma, x € um substituto para fodas as coisas
com a propriedade P.

Proposi¢ao A.4. Para todos os conjuntos A e B, A C AU B.

Prova. Sejam A e B conjuntos arbitrarios. Queremos mostrar que
A € AU B. Pela definigdo de C, isso equivale a: para todo x, se
x € A entdo x € AU B. Entao seja x € 4 um elemento arbitrario
de A. Temos que mostrar que x € AU B. Como x € 4, x € A ou
x € B. Assim, x € {x : x € AV x € B}. Mas isso, pela definicao
de U, significa x € AU B. o

Prova por Casos

Suponha que vocé tenha uma disjungao como suposi¢cdo ou como
conclusdo ja estabelecida—vocé supds ou provou que p ou ¢q é
verdadeira. Vocé quer provar r. Vocé faz isso em dois passos:
primeiro vocé supde que p é verdadeira, e prova r, e depois supoe
que ¢ é verdadeira e prova r novamente. Isso funciona porque
supomos ou sabemos que uma das duas alternativas vale. Os dois
passos estabelecem que qualquer uma delas é suficiente para a
verdade de r. (Se ambas siao verdadeiras, temos nio uma, mas
duas razoes para que r seja verdadeira. Nao é necessario provar
separadamente que r é verdadeira supondo tanto p quanto g¢.)
Para indicar o que estamos fazendo, anunciamos que “distingui-
mos casos.” Por exemplo, suponha que saibamos que x € BU C.
BUC é definido como {x : x € B ou x € C}. Em outras palavras,
por definicdo, x € B ou x € C. Provariamos que x € A a partir
disso supondo primeiro que x € B, e provando x € A a partir
dessa suposicdo, e entdo supondo x € C, e novamente provando
x € A a partir disso. Vocé escreveria “Distinguimos casos” sob a
suposicao, depois “Caso (1): x € B” abaixo, e “Caso (2): x € C”
na metade da pagina. Entdo vocé prosseguiria preenchendo a
metade superior e a metade inferior da pagina.



A prova por casos é especialmente util se o que vocé esta
provando é, ele mesmo, disjuntivo. Eis um exemplo simples:

Proposic¢ao A.5. Suponha BC D e¢C C E. Entaio BUC C DUE.

Prova. Suponha (a) que B € D e (b) C C E. Por definicao,
qualquer x € B também estd € D (c) e qualquer x € C também
estad € E (d). Para mostrar que BUC C DUE, temos que mostrar
que se x € BUC entdo x € DUE (pela definicdo de C). x € BUC
sse x € B ou x € C (pela definicao de U). De modo semelhante,
x € DUE sse x € D oux € E. Entdo, temos que mostrar: para
qualquer x, se x € Boux € C,entdo x € Dou x € E.

Até aqui s6 desdobramos defini¢des! Reformulamos
nossa proposi¢ao sem C e U e ficamos tentando pro-
var uma afirmac¢do condicional universal. Pelo que
discutimos acima, isso é feito supondo que x é algo
a respeito do qual supomos que a parte do “se” é
verdadeira, e passaremos a mostrar que a parte do
“entdo” também é verdadeira. Em outras palavras,
suporemos que x € B ou x € C e mostraremos que

x€DouxekE?

Suponha que x € B ou x € C. Temos que mostrar que x € D
ou x € E. Distinguimos casos.

Caso 1: x € B. Por (c), x € D. Assim, x € D ou x € E. (Aqui
fizemos a inferéncia discutida na subse¢ao anterior!)

Caso 2: x € C. Por (d), x € E. Assim, x € D ou x € E. O

Provando uma Afirmacio de Existéncia

Quando lhe pedem para provar uma afirmac¢ao de existéncia, a
questdo normalmente serd da forma “prove que ha um x tal que

*Este paragrafo apenas explica o que estamos fazendo—nao ¢é parte da
prova, e vocé nao precisa entrar em todo esse detalhe quando escreve suas
proprias provas.



”»

..x...7, isto é, que algum objeto tem a propriedade descrita
por “...x...”. Nesse caso, vocé terd que identificar um objeto
adequado e mostrar que ele tem a propriedade exigida. Isso
parece direto, mas uma prova desse tipo pode ser complicada.
Tipicamente, ela envolve construir ou definir um objeto e provar
que o objeto assim definido tem a propriedade exigida. Encontrar
o objeto certo pode ser dificil, provar que ele tem a propriedade
exigida pode ser dificil, e as vezes é até complicado mostrar que
vocé teve sucesso em definir um objeto!

Em geral, vocé escreveria isso especificando o objeto, por
exemplo, “seja x ...” (em que ... especifica qual objeto vocé tem
em mente), possivelmente provando que ... de fato descreve um
objeto que existe, e entdo passaria a mostrar que x tem a propri-
edade Q. Eis um exemplo simples.

Proposigao A.6. Suponha quex € B. Entdo hd um A tal que A C B
ed 0.

Prova. Suponha x € B. Seja 4 = {x}.

Aqui definimos o conjunto 4 enumerando seus ele-
mentos. Como supomos que x é um objeto, e sempre
podemos formar um conjunto enumerando seus ele-
mentos, nao temos que mostrar que tivemos sucesso
em definir um conjunto 4 aqui. No entanto, ainda
temos que mostrar que 4 tem as propriedades exigi-
das pela proposicao. A prova ndo estd completa sem
isso!

Como x € 4, A # 0.

Isso se apoia na definicao de 4 como {x} e nos fatos
6bvios de que x € {x} e x ¢ 0.

Como x € o tnico elemento de {x}, e x € B, todo elemento de 4
é também um elemento de B. Pela definicao de €, 4 C B. O



Usando Afirmacdes de Existéncia

Suponha que vocé saiba que alguma afirmacdo de existéncia é
verdadeira (vocé a provou, ou ela é uma hipétese que vocé pode
usar), digamos, “para algum x, x € 4” ou “ha um x € 4.” Se vocé
quiser usa-la em sua prova, vocé pode simplesmente fingir que
tem um nome para uma das coisas que sua hipotese diz existir.
Como A4 contém pelo menos uma coisa, ha coisas a que esse
nome poderia se referir. E claro que vocé pode nio ser capaz
de escolher uma ou de descrevé-la mais (a ndo ser que ela é
€ A). Mas, para os fins da prova, vocé pode fingir que a escolheu
e darlhe um nome. E importante escolher um nome que vocé
ainda nao tenha usado (ou que apareca nas suas hipéteses), caso
contrario as coisas podem dar errado. Em sua prova, vocé indica
isso passando de “para algum x, x € 4” para “Seja a € 4.” Agora
vocé pode raciocinar sobre g, usar algumas outras hipoéteses, etc.,
até chegar a uma conclusao, p. Se p ndo menciona mais a, p é
independente da suposicdo de que a € 4, e vocé mostrou que ele
decorre apenas da suposi¢ao “para algum x, x € 4.”

Proposicao A.7. Se A+ 0, entdo AU B # 0.

Prova. Suponha 4 # (. Entdo, para algum x, x € 4.

Aqui apenas reenunciamos a hipétese da proposicao.
Essa hipotese, isto é, A # 0, esconde uma afirmacao
existencial, a qual vocé s6 chega desdobrando algu-
mas definicdes. A definicdo de = nos diz que 4 = 0
sse todo x € A também esta € 0 e todo x € ) também
estda € 4. Negando ambos os lados, obtemos: 4 # 0
sse ou algum x € 4 esta ¢ ) ou algum x € () esta ¢ A.
Como nada esta € (), o segundo disjunto nunca pode
ser verdadeiro, e “x € 4 e x ¢ 0” se reduz a apenas
x € A. Entao A # 0 sse, para algum x, x € 4. Essa
é uma afirmacao de existéncia. Agora usamos essa
afirmacao de existéncia introduzindo um nome para
um dos elementos de 4:



Seja a € A.

Agora introduzimos um nome para uma das coi-
sas € 4. Continuaremos a argumentar sobre a, mas
teremos o cuidado de supor apenas que a € 4 e nada
mais:

Como a € 4, a € AU B, pela defini¢ao de U. Entdo, para algum
x,x € AUB, isto é, AUB # 0.

Naquele ultimo passo, fomos de “a € 4 U B” para
“para algum x, x € AU B.” Isso ndao menciona mais
a, entao sabemos que “para algum x, x € AU B”
decorre de “para algum x, x € 4” apenas. Mas isso
significa que 4 U B # 0. o

Talvez seja boa pratica manter variaveis ligadas como “x” se-

paradas de nomes hipotéticos como a, como fizemos. Na pratica,
porém, muitas vezes nao o fazemos e apenas usamos x, assim:

Suponha 4 # 0, isto é, ha um x € A. Pela definicao
de U, x €e AU B. Entao AU B # 0.

No entanto, quando vocé faz isso, tem que ter um cuidado extra
para usar x e y diferentes para afirmacdes existenciais diferentes.
Por exemplo, a seguinte ndo é uma prova correta de “Se 4 # 0 e
B # () entao AN B # 0” (o que nao é verdade).

Suponha 4 # 0 e B # (. Entdo, para algum x, x € 4
e também, para algum x, x € B. Como x € 4 e x € B,
x € AN B, pela definicdo de N. Entdo AN B # 0.

Vocé consegue identificar onde ocorre o passo incorreto e expli-
car por que o resultado nao vale?



A.5 Um Exemplo

Nosso primeiro exemplo é o seguinte fato simples sobre unides
e intersecoes de conjuntos. Ele ilustrard o desdobramento de
definicoes, provas de conjuncdes, de afirmacgdes universais, e a
prova por casos.

Proposicao A.8. Para quaisquer conjuntos A, B eC, AU (BNC) =
(AuB)N(AuC)

Vamos prova-la!

Prova. Queremos mostrar que, para quaisquer conjuntos 4, B e
C,AU(BNC)=(AUB)n(AuC)

«_»

Primeiro desdobramos a defini¢do de
ciado da proposicdo. Lembre-se de que provar que
conjuntos sdo idénticos significa mostrar que os con-
juntos tém os mesmos elementos. Isto é, todos os
elementos de 4 U (B N C) sdo também elementos de
(AUB)N(AUC), e vice-versa. O “vice-versa” significa
que também todo elemento de (AUB)N (AU C) deve
ser um elemento de 4 U (B N C). Assim, ao desdo-
brar a definicdo, vemos que temos que provar uma
conjunc¢ao. Vamos registrar isso:

no enun-

Por defini¢do, AU (BN C) = (AU B) N (AU C) sse todo elemento
de AU (BN C) é também um elemento de (AU B) N (AU C), e
todo elemento de (AUB)N(AUC) é um elemento de AU (BNC).

Como isso é uma conjuncdo, devemos provar cada
conjuntiva separadamente. Vamos comegar pela pri-
meira: vamos provar que todo elemento de AU(BNC)
é também um elemento de (AU B) N (AU C).

Esta é uma afirmacdo universal, e por isso consi-
deramos um elemento arbitrario de AU (BN C) e
mostramos que ele também deve ser um elemento de



(AUB)N (AU C). Vamos escolher uma variavel para
chamar esse elemento arbitrario, digamos, z. Nossa
prova continua:

Primeiro, provamos que todo elemento de AU (BN () é também
um elemento de (AU B) N (4UC). Seja z € AU (BN C). Temos
que mostrar que z € (AU B) N (AU C).

Agora é hora de desdobrar a definicdo de U e N. Por
exemplo, a definiciode U é: AUB={z:2€ Aouze€
B}. Quando aplicamos a defini¢do a “4U (BN C),” o
papel do “B” na definicao passa a ser desempenhado
por “BN C,” de modo que AU(BNC) ={z:2¢€
4 ou z € BN C}. Entao nossa suposicao de que z €
AU (BNC)equivalea: z€ {z:2€ Aouze BNC}.
Eze{z:...z...} sse...z ..., isto é, neste caso,
z€eAouzeBnC.

Pela definicao de U,ouz € 4 ouz e BNC.

Como isso € uma disjuncio, sera tutil aplicar a prova
por casos. Tomamos os dois casos, e mostramos que,
em cada um, a conclusao que buscamos (a saber, “z €

(AUB)N (AU C)”) se obtém.
Caso 1: Suponha que z € 4.

Nao ha muito mais com que trabalhar a partir das
nossas suposi¢des. Entdo vamos olhar para o que
temos com que trabalhar na conclusdo. Queremos
mostrar que z € (AU B) N (4U C). Com base
na definicio de N, se queremos mostrar que z €
(AU B) N (4U C), temos que mostrar que ele esta
tanto em (4 U B) quanto em (AU C). Mas z € AUB
sse z € 4 ou z € B, e ja temos (como a suposicdao do
caso 1) que z € A. Pelo mesmo raciocinio—trocando
C por B—z € AU C. Esse argumento foi na dire-
¢ao inversa, entdo vamos registrar nosso raciocinio
na dire¢do necessaria a nossa prova.



Como z € 4, z € Aou z € B, e logo, pela definicio de U,
z € AU B. De modo semelhante, 2 € 4 U C. Mas isso significa
que z € (AU B) N (AU C), pela definicao de N.

Isso completa o primeiro caso da prova por casos.
Agora queremos derivar a conclusio no segundo
caso, em que z € BN C.

Caso 2: Suponha que z € BN C.

Novamente, estamos trabalhando com a interse¢do
de dois conjuntos. Vamos aplicar a definicao de N:

Como z € BN C, z deve ser um elemento tanto de B quanto de
C, pela definicao de N.

E hora de olhar de novo para a nossa conclusio. Te-
mos que mostrar que z esta tanto em (A4 U B) quanto
em (AU C). E, novamente, a solu¢ido ¢é imediata.

Como z € B, z € (AU B). Como z € C, também z € (AU C).
Entdao, z€ (AUB)N (AU C).

Aqui aplicamos as definices de U e N novamente,
mas como ja relembramos essas defini¢oes, e ja mos-
tramos que, se z estdi em um de dois conjuntos, ele
esta na unido deles, ndo precisamos ser tao explicitos
no que fizemos.

Completamos o segundo caso da prova por casos,
entdo agora podemos afirmar nossa primeira conclu-
sao.

Entao,se z€ AU (BN C),entao z € (AUB)N (AU C).

Agora queremos apenas mostrar a outra dire¢ao, que
todo elemento de (AU B)N (AU C) é um elemento de
AU (Bn (). Como antes, provamos essa afirmacao
universal supondo que temos um elemento arbitrario
do primeiro conjunto e mostrando que ele deve estar



no segundo conjunto. Vamos declarar o que estamos
prestes a fazer.

Agora, suponha que z € (4U B) N (4U C). Queremos mostrar
que z€ AU (BN C).

Estamos agora trabalhando a partir da hipétese de
que z € (AUB)N(AUC). Esperamos que nao seja con-
fuso demais estarmos usando o mesmo z aqui que na
primeira parte da prova. Quando terminamos aquela
parte, todas as suposicdes que fizemos ali deixaram
de estar em vigor, entdo agora podemos fazer novas
suposicoes sobre o que z é. Se isso for confuso para
vocé, basta substituir z por uma variavel diferente no
que segue.

Sabemos que z esta tanto em AU B quanto em AUC,
pela definicao de N. E, pela defini¢ao de U, podemos
desdobrar isso ainda mais em: ou z € Aou z € B, e
também ou z € 4 ou z € C. Isso parece uma prova
por casos de novo—exceto que o “e” a torna confusa.
Vocé poderia pensar que isso equivale a haver trés
possibilidades: z estd ou em 4, B ou C. Mas isso
seria um erro. Temos que ter cuidado, entdo vamos
considerar cada disjuncao por vez.

Pela definicio de N, z € AUB e z € AU C. Pela definicao de U,
z € A ou z € B. Distinguimos casos.

Como estamos nos concentrando na primeira disjun-
cdo, ainda nio obtivemos nossa segunda disjuncao
(do desdobramento de 4 U C). De fato, ainda nio
precisamos dela. O primeiro caso é z € 4, e um ele-
mento de um conjunto é também um elemento da
unido desse conjunto com qualquer outro. Entdo o
caso 1 é facil:

Caso 1: Suponha que z € 4. Segue-se que z € AU (BN C).



Agora, para o segundo caso, z € B. Aqui desdobra-
remos o segundo U e faremos outra prova por casos:

Caso 2: Suponha que z € B. Como z € AUC,ouz € Aouz e C.
Distinguimos os casos ainda mais:
Caso 2a: z € A. Entio, novamente, z € AU (BN C).

Ok, isso foi um pouco estranho. Na verdade, niao
b b
precisamos da suposi¢ao de que z € B para este caso,
mas tudo bem.

Casogb: z€ C. Entio z€e Bez€ C,demodo que z€ BNC, e
consequentemente, z € 4 U (BN C).

Isso conclui ambas as provas por casos, e assim ter-
minamos a segunda metade.

Entdo,se z € (AUB)N(AUC), entao z € AU (BNC). O

A.6 Outro Exemplo
Proposicao A.g9. SeAC C, entao AU (C\ 4) =C.

Prova. Suponha que 4 C C. Queremos mostrar que AU (C\ 4) =
C.

Comecamos observando que esta é uma afirmacao
condicional. Ela esta tacitamente quantificada uni-
versalmente: a proposicao vale para todos os conjun-
tos A e C. Assim, A e C sdo variaveis para conjuntos
arbitrarios. Para provar tal afirmac¢ao, supomos o an-
tecedente e provamos o consequente.

Continuamos usando a suposi¢ao de que 4 € C. Va-
mos desdobrar a definicdo de C: a suposi¢ao significa
que todos os elementos de 4 sao também elementos
de C. Vamos anotar isto—é um fato importante que
usaremos ao longo da prova.



Pela definicao de C, como 4 C C, para todo z, se z € 4, entdo
zeC.

Desdobramos todas as defini¢des que nos sdo dadas
na suposicdo. Agora podemos passar a conclusio.
Queremos mostrar que 4 U (C \ 4) = C, e por isso
montamos uma prova de modo semelhante ao ultimo
exemplo: mostramos que todo elemento de AU(C\ 4)
é também um elemento de C e, reciprocamente, todo
elemento de C é um elemento de AU(C\ 4). Podemos
abreviar isso para: AU(C\4) CCe C C AU(C\ 4).
(Aqui estamos fazendo o oposto de desdobrar uma
definicao, mas isso torna a prova um pouco mais facil
de ler.) Como isso é uma conjungao, temos que pro-
var ambas as partes. Para mostrar a primeira parte,
isto €, que todo elemento de 4 U (C \ 4) é também
um elemento de C, supomos que z € 4U (C\ 4) para
um z arbitrario e mostramos que z € C. Pela defini-
¢do de U, podemos concluir que z € Aouze C\4a
partir de z € AU (C\ 4). Vocé ja deve estar pegando
o jeito disso.

AU(C\A) =Csse AU(C\A) S CeCcC (AU (C\ A). Primeiro
provamos que AU (C \ 4) € C. Seja z € AU (C \ 4). Entao, ou
z€Aouze (C\A).

Chegamos a uma disjuncao, e a partir dela queremos
provar que z € C. Fazemos isso usando a prova por
casos.

Caso 1: z € A. Como, para todo z, se z € 4, z € C, temos que
z€C.

Aqui usamos o fato registrado anteriormente, que de-
correu da hipétese da proposicdo de que 4 € C. O
primeiro caso esta completo, e passamos ao segundo
caso, z € (C \ A). Lembre-se de que C \ 4 denota



a diferen¢a dos dois conjuntos, isto é, o conjunto de
todos os elementos de C que nao sdo elementos de 4.
Mas qualquer elemento de C que nao esteja em A &,
em particular, um elemento de C.

Caso 2: z € (C '\ 4). Isso significa que z € C e z ¢ A. Entao, em
particular, z € C.

Otimo, provamos a primeira direcio. Agora a se-
gunda direcdo. Aqui provamos que C € AU (C \ 4).
Entdo supomos que z € C e provamos que z €
AU (C\ A).

Agora seja z € C. Queremos mostrar que z € 4 ou z € C \ 4.

Como todos os elementos de 4 sdo também elemen-
tos de C, e C'\ 4 é o conjunto de todas as coisas que
sao elementos de C mas nao de 4, segue-se que z esta
ou em 4 ou em C \ 4. Isso pode ser um pouco obs-
curo se vocé ainda nao souber por que o resultado é
verdadeiro. Seria melhor prova-lo passo a passo. Aju-
dara usar um fato simples que podemos enunciar sem
prova: z € A ou z ¢ A. Isso é chamado de “principio
do terceiro excluido:” para qualquer afirmacio p, ou
p € verdadeira ou sua negacdo é verdadeira. (Aqui,
p € a afirmacdo de que z € 4.) Como isso é uma dis-
juncao, podemos novamente usar a prova por casos.

Ouz € 4ouz ¢ A No primeiro caso, z € AU (C \ 4). No
segundo caso, z € C e z ¢ A, de modo que z € C \ 4. Mas entao
z€ AU(C\ A).

Nossa prova esta completa: mostramos que AU (C'\
A) =C. O



A.7 Prova por Contradicao

Em primeira instancia, a prova por contradi¢do é um padrao de
inferéncia usado para provar afirmacgdes negativas. Suponha que
vocé queira mostrar que alguma afirmacao p é falsa, isto é, vocé
quer mostrar —p. A estratégia mais promissora é (a) supor que
p é verdadeira, e (b) mostrar que essa suposicdo leva a algo que
vocé sabe ser falso. “Algo que se sabe ser falso” pode ser um re-
sultado que entra em conflito com—contradiz—o proprio p, ou
alguma outra hipétese da afirmacao geral que vocé esta conside-
rando. Por exemplo, uma prova de “se ¢ entdao —p” envolve supor
que ¢ é verdadeira e provar —p a partir disso. Se vocé prova —p
por contradicdo, isso significa supor p além de ¢g. Se vocé con-
segue provar —¢ a partir de p, mostrou que a suposi¢ao p leva
a algo que contradiz sua outra suposicdo ¢, ja que ¢ e —¢ nao
podem ser ambas verdadeiras. E claro que vocé tem que usar
outros padrdes de inferéncia em sua prova da contradi¢ao, bem
como desdobrar definicbes. Vamos considerar um exemplo.

Proposicao A.10. S¢e A C B ¢ B = 0, entdo A ndo tem elementos.

Prova. Suponha A C B e B = (. Queremos mostrar que 4 nao
tem elementos.

Como esta é uma afirmagao condicional, supomos
o antecedente e queremos provar o consequente. O
consequente é: 4 nao tem elementos. Podemos tor-
nar isso um pouco mais explicito: ndo é o caso de
que haja um x € 4.

4 nao tem elementos sse nao € o caso de que haja um x tal que
x €A

Entdo determinamos que o que queremos provar é,
na verdade, uma afirmacao negativa —p, a saber: nao
é o caso de que haja um x € 4. Para usar a prova por
contradi¢do, temos que supor a afirmacdo positiva



correspondente p, isto é, ha um x € 4, e provar uma
contradi¢do a partir dela. Indicamos que estamos
fazendo uma prova por contradicdo escrevendo “por
absurdo, suponha” ou mesmo apenas “suponha que
nao,” e entdo enunciamos a suposi¢ao p.

Suponha que nao: ha um x € 4.

Esta é agora a nova suposicdo que usaremos para
obter uma contradi¢do. Temos mais duas suposig¢des:
que A C B e que B = (. A primeira nos da que x € B:

Como 4 C B, x € B.

Mas como B = (), todo elemento de B (por exemplo,
x) também deve ser um elemento de 0.

Como B = 0, x € (. Isso é uma contradicdo, ja que, por definicao,
0 nao tem elementos.

Isso ja completa a prova: chegamos ao que precisava-
mos (uma contradicdo) a partir das suposi¢oes que
montamos, e isso significa que as suposi¢des nao po-
dem ser todas verdadeiras. Como as duas primei-
ras suposicoes (4 € B e B = () ndo sdo contesta-
das, deve ser a ultima suposi¢ao introduzida (ha um
x € A) que tem que ser falsa. Mas, se quisermos ser
minuciosos, podemos explicitar isso.

Assim, nossa suposicdo de que ha um x € 4 tem que ser falsa,
logo, 4 nao tem elementos, por prova por contradigao. |

Toda afirmacao positiva é trivialmente equivalente a uma afir-
macao negativa: p sse -—p. Assim, as provas por contradi¢ao
também podem ser usadas para estabelecer afirmacdes positivas
“indiretamente,” como segue: Para provar p, leia-o como a afir-
macao negativa -—p. Se conseguirmos provar uma contradi¢ao
a partir de —p, estabelecemos ——p por prova por contradi¢ao, e
portanto p.



No ultimo exemplo, buscavamos provar uma afirmac¢ao nega-
tiva, a saber, que 4 ndo tem elementos, e por isso a suposi¢cao
que fizemos para os fins da prova por contradicio (isto é, que ha
um x € 4) era uma afirmagao positiva. Ela nos deu algo com que
trabalhar, a saber, o hipotético x € A sobre o qual continuamos
a raciocinar até chegarmos a x € 0.

Ao provar uma afirmac¢do positiva indiretamente, a suposi-
¢ao que vocé faria para os fins da prova por contradicao seria
negativa. Mas muito frequentemente vocé pode facilmente re-
formular uma afirmacao positiva como uma afirmacao negativa,
e uma afirmacdo negativa como uma afirmacao positiva. Nossa
prova anterior teria sido essencialmente a mesma se tivéssemos
provado “4 = (” em vez do consequente negativo “4 nao tem
elementos.” (Pela defini¢do de =, “4 = 0” é uma afirmacao geral,
ja que ela se desdobra em “todo elemento de 4 é um elemento
de 0 e vice-versa”.) Mas é facilmente visto que ela é equivalente
a afirmacdo negativa “ndo: ha um x € 4.”

Entdo, as vezes é mais facil trabalhar com —p como supo-
sicdo do que provar p diretamente. Mesmo quando uma prova
direta é igualmente simples ou até mais simples (como nos proé-
ximos exemplos), algumas pessoas preferem proceder indireta-
mente. Se a dupla negacdo o confunde, pense em uma prova
por contradi¢do de alguma afirmacdo como uma prova de uma
contradi¢ao a partir da afirmac¢ao oposta. Assim, uma prova por
contradi¢do de —p € uma prova de uma contradi¢do a partir da
suposicao p; e a prova por contradi¢ao de p € uma prova de uma
contradi¢do a partir de —p.

Proposi¢ao A.11. A C AUB.

Prova. Queremos mostrar que 4 C AU B.

A primeira vista, esta ¢ uma afirmacao positiva: todo
x € A esta também em 4 U B. A negacio disso é:
algum x € 4 esta ¢ AU B. Entao podemos provar
a afirmacdo indiretamente supondo essa afirmacio
negada, e mostrando que ela leva a uma contradicao.



Suponha que nao, isto é, A £ AU B.

Temos uma definicdo de 4 € AU B: todo x € 4 esta
também € AU B. Para entender o que 4 ¢ AU B
significa, temos que usar alguma manipula¢ao logica
elementar sobre a definicdo desdobrada: é falso que
todo x € A esteja também € AU B sse ha algum x € A
que esta ¢ C. (Este ¢ um ponto em que vocé quer ser
muito cuidadoso: muitas tentativas de prova por con-
tradicao de estudantes falham porque eles analisam
a negacao de uma afirmagdo como “todos os 4 sao
B” incorretamente.) Em outras palavras, 4 £ AU B
sse hd um x tal que x € A e x ¢ AU B. A partir daij,
é facil.

Entdo, ha um x € 4 tal que x ¢ A U B. Pela definicdo de U,
x€ AUBssex € Aoux € B. Como x € 4, temos x € AU B.
Isso contradiz a suposicdo de que x ¢ AU B. O

Proposicao A.12. Se AC B eB C C entdoAC C.

Prova. Suponha A C B e B C C. Queremos mostrar 4 C C.

Vamos proceder indiretamente: supomos a negacao
do que queremos estabelecer.

Suponha que nao, isto é, A £ C.

Como antes, raciocinamos que 4 ¢ C sse nem todo
x € A esta também € C, isto é, algum x € A esta ¢ C.
Nao se preocupe, com pratica vocé nio tera mais que
pensar muito para desdobrar nega¢des como esta.

Em outras palavras, hA um x tal que x € 4 e x ¢ C.

Agora podemos usar isso para chegar a nossa contra-
dicdo. E claro que teremos que usar as outras duas
suposicoes para fazé-lo.



Como 4 C B, x € B. Como B C C, x € C. Mas isso contradiz
x¢C. O

Proposicao A.13. Se AUB = AN B entdo A = B.

Prova. Suponha AU B = AN B. Queremos mostrar que 4 = B.
O comego € agora rotineiro:
Suponha, por absurdo, que 4 # B.

Nossa suposi¢do para a prova por contradi¢do é que
A+ B. Como A= Bsse AC Be B C A, obtemos
que A # Bsse AL B ouB ¢ A. (Note como é im-
portante ter cuidado ao manipular negagdes!) Para
provar uma contradicdo a partir dessa disjuncao, usa-
IMOSs uma prova por casos e mostramos que, em cada
caso, uma contradi¢do se segue.

A # Bsse AL B ou B ¢ A. Distinguimos casos.

No primeiro caso, supomos 4 ¢ B, isto é, para algum
x, X € Amas ¢ B. AN B é definido como aqueles
elementos que 4 e B tém em comum, entdo, se algo
nao estd em um deles, ndo estd na intersecdo. AUB é
A junto com B, entdao qualquer coisa em um ou outro
estd também na unido. Isso nos diz que x € AU B
mas x ¢ AN B, elogoque ANB # AU B.

Caso 1: A ¢ B. Entdo, para algum x, x € A mas x ¢ B.
Como x ¢ B, entio x ¢ AN B. Como x € A, x € AU B. Entao,
ANB # AU B, contradizendo a suposi¢ao de que ANB =A4UB.

Caso 2: B ¢ A. Entao, para algum y, y € Bmas y ¢ A. Como
antes, temos y € AUB mas y ¢ AN B, eassim ANB # AU B,
novamente contradizendo AN B =AU B. |



A.8 Lendo Provas

As provas que vocé encontra em livros-texto e artigos muito ra-
ramente fornecem todos os detalhes que incluimos até agora em
nossos exemplos. Os autores frequentemente nao chamam a aten-
cdo para quando distinguem casos, quando ddo uma prova indi-
reta, ou ndo mencionam que usam uma definicdo. Assim, quando
vocé 1é uma prova em um livro-texto, muitas vezes tera de pre-
encher esses detalhes por conta prépria para entender a prova.
Fazer isso também é um bom exercicio para pegar o jeito dos
varios passos que vocé tem de dar em uma prova. Vejamos um
exemplo.

Proposigdo A.14 (Absorc¢ao). Para todos os conjuntos A, B,
AN (AUB) =4

Prova. Se z € AN (AU B), entao z € A,logo AN (AU B) C A.
Agora suponha z € A. Entdo também z € 4 U B, e portanto
também z € AN (AU B). O

A prova precedente da lei da absor¢do é muito condensada.
Nao ha mencado a quaisquer defini¢oes usadas, nenhum “temos
de provar que” antes de prova-lo, etc. Vamos desempacota-la.
A proposicdo provada é uma afirmacgao geral sobre quaisquer
conjuntos 4 e B, e quando a prova menciona 4 ou B, estes sdo
variaveis para conjuntos arbitrarios. As afirmacdes gerais que a
prova estabelece sdo o que se exige para provar a identidade de
conjuntos, isto é, que todo elemento do lado esquerdo da identi-
dade é um elemento do direito e vice-versa.

“Se z € AN(AUB), entao z € A,logo AN(AUB) C A.”

Esta é a primeira metade da prova da identidade: ela esta-
belece que, se um z arbitrario € um elemento do lado esquerdo,
ele também é um elemento do direito, isto €, AN (AU B) C A.



Assuma que z € AN (AU B). Como z é um elemento da interse-
¢ao de dois conjuntos se, e somente se, é um elemento de ambos
os conjuntos, podemos concluir que z € 4 e também z € 4 U B.
Em particular, z € 4, que é o que queriamos mostrar. Como isso
é tudo o que precisa ser feito para a primeira metade, sabemos
que o restante da prova deve ser uma prova da segunda metade,
isto é, uma prova de que 4 C AN (AU B).

“Agora suponha z € 4. Entdo também z € AU B, e
portanto também z € AN (4U B).”

Comecamos assumindo que z € 4, ja que estamos mostrando
que, para qualquer z, se z € 4 entdo z € AN(AUB). Para mostrar
que z € AN(AUB), temos de mostrar (pela definicao de “N”) que
(i) z € A e também (ii) z € 4 U B. Aqui (i) é justamente nossa
suposicao, entdo ndo ha mais nada a provar, e é por isso que a
prova nao a menciona novamente. Para (ii), lembre-se de que z
é um elemento de uma unido de conjuntos se, e somente se, é
um elemento de pelo menos um desses conjuntos. Como z € 4,
e AU B é a unido de 4 e B, este é o caso aqui. Entdo z € AU B.
Mostramos ambos (i) z € A e (ii) z € AU B, logo, pela definicao
de “n,” z € AN (AU B). A prova nao menciona essas defini¢des;
presume-se que o leitor ja as tenha internalizado. Se vocé nao as
internalizou, tera de voltar e relembrar quais sdo. Entdo também
tera de reconhecer por que decorre de z € 4 que z € AU B, e de
z€AezeAUBqueze AN (AU B).

Eis outra versao da prova acima, com tudo tornado explicito:

Prova. [Pela definicao de = para conjuntos, AN(AUB) = A, temos
de mostrar (a) AN (AUB) CAde (b) AN (AU B) C A. (a): Pela
definicao de C, temos de mostrar que se z € AN (4 U B), entao
ze€A] Seze AN (AU B), entdao z € 4 [ja que pela definicao
den,ze AN (AU B) se, e somente se, z € 4 e z € AU BJ, logo
AN (AUB) C A. [(b): Pela definicao de C, temos de mostrar que
se z € A, entao z € AN (AU B).] Agora suponha [(1)] z € 4.



Entao também [(2)] z € AU B [ja que por (1) z € Aouz € B, 0
que pela definicao de U significa z € 4 U B], e portanto também
z € AN (AU B) [ja que a definicao de N requer que z € 4, isto é,
(1), e z € AU B), isto &, (2)]. O

A.9 Nao Consigo Fazer Isso!

Todos nés chegamos a um ponto em que sentimos vontade de
desistir. Mas vocé consegue fazer isso. Seu professor e o monitor,
bem como seus colegas, podem ajudar. Peca ajuda a eles! Aqui
estdo algumas dicas para ajuda-lo a evitar uma crise, e o que
fazer se vocé sentir vontade de desistir.

Para garantir que vocé consiga resolver os problemas com
sucesso, faga o seguinte:

1. Comece com a maior antecedéncia possivel. Ficamos ocupados
ao longo do semestre e muitos de nés lutam com a pro-
crastinacdo; uma das melhores coisas que vocé pode fazer
€ comecar as tarefas de casa cedo. Dessa forma, se vocé
travar, terd tempo para procurar uma solu¢ao (que nao seja
chorar).

2. Converse com seus colegas de turma. Vocé nao esta sozinho.
Outros na turma também podem ter dificuldades—mas po-
dem ter dificuldades com coisas diferentes. Conversar so-
bre o assunto com seus colegas pode lhe dar uma pers-
pectiva diferente sobre o problema que pode levar a um
avanco. E claro, ndo copie simplesmente a solu¢do deles:
peca uma dica, ou explique onde vocé travou e peca o pro-
ximo passo. E quando vocé conseguir, retribua. Ajudar
outra pessoa, e explicar as coisas, ajudara vocé a entender
melhor também.

3. Peca ajuda. Vocé tem muitos recursos a sua disposicio—seu
professor e o monitor estdo 14 por vocé e guerem que vocé



tenha sucesso. Eles devem ser capazes de ajuda-lo a resol-
ver um problema e identificar em que ponto do processo
vocé esta com dificuldade.

4. Faga uma pausa. Se vocé travar, pode ser porque ficou
olhando para o problema por tempo demais. Faca uma
pausa curta, tome uma xicara de chd, ou trabalhe em um
problema diferente por um tempo, depois volte ao pro-
blema com a mente renovada. Durma sobre o assunto.

Percebe como essas estratégias exigem que vocé tenha come-
cado a trabalhar na prova com bastante antecedéncia? Se vocé
comecou a prova as 2 da madrugada do dia anterior a entrega,
elas talvez nao sejam tdo uteis.

Isso pode soar como pessimismo e desgraga, mas resolver
uma prova é um desafio que compensa no final. Algumas pes-
soas fazem isso como profissio—portanto deve haver algo de
prazeroso nisso. Como praticamente tudo, resolver problemas
e fazer provas é algo que exige pratica. Vocé pode ver colegas
que acham isso facil: provavelmente eles apenas ja tiveram muita
pratica. Tente ndo ceder com facilidade demais.

Se vocé ficar mesmo sem tempo (ou sem paciéncia) em um
problema especifico: tudo bem. Isso nao significa que vocé seja
burro ou que nunca va conseguir. Descubra (com seu professor
ou outro estudante) como se faz, e identifique onde vocé errou
ou travou, para poder evitar fazer isso da préxima vez que en-
contrar uma questao semelhante. Depois tente fazé-lo sem olhar
a solucao. E na préxima vez, comece (e pe¢a ajuda) mais cedo.

A.10 Outros Recursos

Ha muitos livros sobre como fazer provas em matematica que
podem ser uteis. Confira em particular How to Read and do Proofs:
An Introduction to Mathematical Thought Processes (Solow, 2013) e
How to Prove It: A Structured Approach (Velleman, 2019). O Book of
Proof (Hammack, 2013) e o Mathematical Reasoning (Sandstrum,


http://www.people.vcu.edu/~rhammack/BookOfProof/BookOfProof.pdf
http://www.people.vcu.edu/~rhammack/BookOfProof/BookOfProof.pdf
https://scholarworks.gvsu.edu/books/7/

2019) sao livros sobre provas que estao disponiveis gratuitamente
online. Filosofos podem achar More Precisely: The Math you need to
do Philosophy (Steinhart, 2018) uma boa introducao ao raciocinio
matematico.

Ha também varios guias mais curtos sobre provas disponiveis
na internet; por exemplo, “Introduction to Mathematical Argu-
ments” (Hutchings, 2003) e “How to write proofs” (Cheng, 2004).

Videos Motivacionais

Sente que ndo tem motivac¢ao para fazer sua tarefa de casa? De-
sanimado? Estes videos podem ajudar!

e https://wuw.youtube.com/watch?v=ZXsQAXx_ao0
e https://wuw.youtube.com/watch?v=BQ4yd2W50No

e https://www.youtube.com/watch?v=StTqXEQ21-Y

Problemas

Problema A.1. Suponha que lhe pecam para provar que 4 N
B # (. Desdobre todas as definicbes que ocorrem aqui, isto é,
reenuncie isto de um modo que nao mencione “N”, “=”, ou “0”.

Problema A.2. Prove indiretamente que AN B C A.

Problema A.3. Expanda a seguinte prova de AU (AN B) = 4,
mencionando todos os padrdes de inferéncia usados, por que
cada passo decorre de suposices ou afirmacdes estabelecidas
antes dele, e onde temos de apelar para quais defini¢oes.

Prova. Se z € AU(ANB) entdoz € Aouz e ANB. Se z € AN B,
z € A. Qualquer z € 4 estd também € AU (4N B). |


https://math.berkeley.edu/~hutching/teach/proofs.pdf
https://math.berkeley.edu/~hutching/teach/proofs.pdf
https://eugeniacheng.com/wp-content/uploads/2017/02/cheng-proofguide.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=ZXsQAXx_ao0
https://www.youtube.com/watch?v=BQ4yd2W50No
https://www.youtube.com/watch?v=StTqXEQ2l-Y

APENDICE B

B.1 Introducao

A inducdo é uma técnica de prova importante, usada, em dife-
rentes formas, em quase todas as areas da logica, da ciéncia da
computacdo tedrica e da matematica. Ela € necessaria para pro-
var muitos dos resultados em légica.

A inducdo é frequentemente contrastada com a deducao, e
caracterizada como a inferéncia do particular para o geral. Por
exemplo, se observamos muitas esmeraldas verdes, e nada que
chamariamos de esmeralda que nao seja verde, poderiamos con-
cluir que todas as esmeraldas sdo verdes. Essa é uma inferéncia
indutiva, no sentido de que procede de muitos casos particulares
(esta esmeralda é verde, aquela esmeralda é verde, etc.) a uma
afirmacao geral (todas as esmeraldas sao verdes). A inducdo ma-
temdtica também é uma inferéncia que conclui uma afirmacao
geral, mas é de um tipo muito diferente dessa “inducgao simples.”

De modo bem aproximado, uma prova indutiva em matema-
tica conclui que todos os objetos matematicos de certo tipo tém
uma certa propriedade. No caso mais simples, os objetos mate-
maticos com que uma prova indutiva se ocupa sdo os nimeros
naturais. Nesse caso, uma prova indutiva é usada para estabe-
lecer que todos os numeros naturais tém alguma propriedade, e
faz isso mostrando que



1. 0 tem a propriedade, e

2. sempre que um nimero £ tem a propriedade, também £ +1
a tem.

A inducdo sobre os numeros naturais pode entdo, também, ser
frequentemente usada para provar afirmacoes gerais sobre obje-
tos matematicos aos quais se podem atribuir ntimeros. Por exem-
plo, conjuntos finitos tém, cada um, um ntmero finito z de ele-
mentos, e se pudermos usar a indugdo para mostrar que todo
nimero n tem a propriedade “todos os conjuntos finitos de ta-
manho 7 sdo ...” entdo teremos mostrado algo sobre todos os
conjuntos finitos.

A indugao também pode ser generalizada para objetos ma-
tematicos que sdo definidos indutivamente. Por exemplo, as ex-
pressdes de uma linguagem formal, como as da légica de pri-
meira ordem, sio definidas indutivamente. A indu¢do estrutural
¢ um modo de provar resultados sobre todas essas expressoes.
A inducdo estrutural, em particular, é muito util—e amplamente
usada—em logica.

B.2 Induciao em N

Em sua forma mais simples, a inducao é uma técnica usada para
provar resultados para todos os ntimeros naturais. Ela usa o fato
de que, comec¢ando em 0 e somando 1 repetidamente, eventual-
mente alcancamos todo nimero natural. Assim, para provar que
algo é verdadeiro para todo ntiimero, podemos (1) estabelecer
que é verdadeiro para 0 e (2) mostrar que, sempre que é verda-
deiro para um nimero n, também é verdadeiro para o niimero
seguinte # + 1. Se abreviarmos “o nimero n tem a propriedade
P” por P(n) (e “o nimero k£ tem a propriedade P” por P(k),
etc.), entdo uma prova por indugao de que P(n) para todo n € N
consiste em:

1. uma prova de P(0), e



2. uma prova de que, para qualquer £, se P(k) entao P(k+1).

Para deixar isso bem claro, suponha que tenhamos tanto (1)
quanto (2). Entao (1) nos diz que P(0) é verdadeiro. Se tam-
bém tivermos (2), sabemos em particular que, se P(0), entao
P(0 +1), isto é, P(1). Isso decorre da afirmacdo geral “para
qualquer £, se P(k) entdo P(k + 1)” ao por 0 no lugar de £.
Entao, por modus ponens, temos que P(1). De (2) novamente,
agora tomando 1 por #z, temos: se P(1) entao P(2). Como aca-
bamos de estabelecer P (1), por modus ponens, temos P(2). E
assim por diante. Para qualquer numero z, depois de fazer isso
n vezes, eventualmente chegamos a P(n). Entao (1) e (2) juntos
estabelecem P(n) para qualquer n € N.

Vejamos um exemplo. Suponha que queiramos descobrir
quantas somas diferentes podemos lancar com n dados. Embora
possa parecer bobo, vamos comecar com 0 dados. Se vocé nao
tem dados, ha apenas uma soma possivel que vocé pode “lancar”:
nenhum ponto, que soma 0. Assim, o nimero de lancamentos
possiveis diferentes é 1. Se vocé tem apenas um dado, isto é,
n =1, ha seis valores possiveis, de 1 a 6. Com dois dados, pode-
mos lancar qualquer soma de 2 a 12, ou seja, 11 possibilidades.
Com trés dados, podemos lancar qualquer nimero de 3 a 18, isto
é, 16 possibilidades diferentes. 1, 6, 11, 16: parece um padrao:
talvez a resposta seja 5n + 17 E claro que 57 + 1 é o méaximo
possivel, pois ha apenas 5z + 1 numeros entre 7z, o menor valor
que vocé pode lancar com n dados (todos 1) e 6z, o maior que
vocé pode lancar (todos 6).

Teorema B.1. Com n dados pode-se lan¢ar todos os 5n + 1 valores
possiveis entre n e 6n.

Prova. Seja P(n) a afirmacdo: “E possivel lancar qualquer nu-
mero entre n e 6z usando z dados.” Para usar a indu¢ao, prova-
mos:

1. A base da indugao P (1), isto é, com apenas um dado, vocé
pode lancar qualquer nimero entre 1 e 6.



2. O passo da indugdo, para todo k, se P(k) entao P(k +1).

(1) é provado inspecionando um dado de 6 lados. Ele tem
todos os 6 lados, e todo numero entre 1 e 6 aparece em um
dos lados. Entdo é possivel lancar qualquer nimero entre 1 e 6
usando um tnico dado.

Para provar (2), supomos o antecedente do condicional, isto
é, P(k). Essa suposicao é chamada de hipdtese indutiva. Nos a
usamos para provar P(k + 1). A parte dificil é encontrar um
modo de pensar sobre os valores possiveis de um lancamento
de £ + 1 dados em termos dos valores possiveis de lancamentos
de £ dados, somados aos lancamentos do dado extra, o (k£ + 1)-
ésimo—¢é isso, porém, que temos que fazer, se quisermos usar a
hipétese indutiva.

A hipotese indutiva diz que podemos obter qualquer nimero
entre k e 6k usando £ dados. Se langcamos um 1 com nosso (k+1)-
ésimo dado, isso acrescenta 1 ao total. Entao podemos lancar
qualquer valor entre £ + 1 e 6k + 1 lancando £ dados e depois
rolando um 1 com o (£ +1)-ésimo dado. O que falta? Os valores
de 6k+2 a 6k+6. Podemos obté-los rolando £ dados em 6 e depois
um numero entre 2 e 6 com nosso (£ + 1)-ésimo dado. Juntos,
isso significa que, com £ +1 dados, podemos lancar qualquer um
dos numeros entre £ +1 e 6(k + 1), isto é, provamos P(k + 1)
usando a suposicao P(k), a hipotese indutiva. o

Muito frequentemente usamos a inducao quando queremos
provar algo sobre uma série de objetos (niimeros, conjuntos, etc.)
que é, ela propria, definida “indutivamente,” isto é, definindo o
(7 + 1)-ésimo objeto em termos do n-ésimo. Por exemplo, pode-
mos definir a soma s, dos nimeros naturais até n por

so0=0
Suel = Sp + (m+ 1)



Esta definicdo da:

so0=0,

s1=sp+1 =1,

So=51+2 =1+2=3

s3 =35+ 3 =1+2+3 =6, etc.

Agora podemos provar, por inducdo, que s, = n(n +1)/2.
Proposigio B.2. s, = n(n +1)/2.

Prova. Temos que provar (1) que so =0-(0+1)/2 e (2) se s =
k(k+1)/2 entdo sg41 = (kK+1)(k+2)/2. (1) é 6bvio. Para provar
(2), supomos a hipétese indutiva: sz = k(k + 1)/2. Usando-a,
temos que mostrar que sz41 = (K +1)(k +2)/2.

O que € s;11? Pela definicdo, sz1 = sp + (£ +1). Pela hipotese
indutiva, s; = k(k + 1)/2. Podemos substituir isso na equacao
anterior, e entdo s6 precisamos de um pouco de aritmética de
fracgdes:

sk+1:@+(k+l)=
_k(k+1)  2(k+1)
= 5 + 3 =
_k(E+1D)+2(k+1)
= 5 =
_(k+2)(k+1)
5 .

O

A licao importante aqui é que, se vocé esta provando algo
sobre alguma sequéncia definida indutivamente a,, a indugao é
o caminho 6bvio a seguir. E, mesmo quando nido é (como no
caso das possibilidades de lancamentos de dados), vocé pode
usar a indugdo se conseguir, de alguma forma, relacionar o caso
para k£ + 1 ao caso para k.



B.3 Indugdo Forte

No principio de indugdo discutido acima, provamos P(0) e tam-
bém que, se P(k), entdo P(k +1). Na segunda parte, assumi-
mos que P (k) é verdadeiro e usamos essa suposicdo para provar
P(k +1). De forma equivalente, é claro, poderiamos assumir
P(k — 1) e usa-la para provar P(k)—o importante é que seja-
mos capazes de realizar a inferéncia de qualquer nimero para
seu sucessor; que possamos provar a afirmac¢do em questao para
qualquer niimero sob a suposicdao de que ela vale para seu ante-
Cessor.

Ha uma variante do principio de indu¢do em que nao apenas
assumimos que a afirmacdo vale para o antecessor £ — 1 de £,
mas para todos os nimeros menores que £, e usamos essa supo-
sicdo para estabelecer a afirmacdo para £. Isso também nos da a
afirmacao P(n) para todo n € N. Pois, uma vez que tenhamos es-
tabelecido P (0), teremos com isso estabelecido que P vale para
todos os nimeros menores que 1. E se sabemos que, se P(/) para
todo [ < k, entao P(k), sabemos isso em particular para £ = 1.
Entao podemos concluir P(1). Com isso provamos P(0) e P(1),
isto é, P(/) para todo / < 2, e como temos também o condicio-
nal, se P(/) para todo [ < 2, entao P(2), podemos concluir P(2),
e assim por diante.

De fato, se conseguirmos estabelecer o condicional geral
“para todo £, se P(l) para todo / < k, entdao P(k),” nao te-
mos mais de estabelecer P(0), ja que ele decorre disso. Pois
lembre-se de que uma afirmacao geral como “para todo / < £,
P(l)” é verdadeira se nio houver nenhum / < £. Este é um
caso de quantificacdo vazia: “todos os As sdo Bs” é verdadeiro
se nao houver nenhum 4, Vx (4(x) — B(x)) € verdadeiro se ne-
nhum x satisfaz A(x). Neste caso, a versio formalizada seria
“VI(l < k— P(l))”—e isso é verdadeiro se nao houver nenhum
[ < k. E se k =0 esse é exatamente o caso: nao ha nenhum / < 0,
logo “para todo [ < 0, P(0)” é verdadeiro, qualquer que seja P.
Uma prova de “se P(/) para todo / < k, entdo P(k)” estabelece
assim automaticamente P (0).



Esta variante é 1til se estabelecer a afirmac¢do para £ nao
puder ser feito de modo a apenas se apoiar na afirmacao para
k —1, mas puder exigir a suposicdao de que ela é verdadeira para
um ou mais / < k.

B.4 Defini¢oes Indutivas

Em légica, muito frequentemente definimos tipos de objetos in-
dutivamente, isto é, especificando regras para o que conta como
um objeto do tipo a ser definido, que explicam como obter no-
vos objetos desse tipo a partir de objetos antigos desse tipo. Por
exemplo, frequentemente definimos tipos especiais de sequéncias
de simbolos, como os termos e formulas de uma linguagem, por
induc¢ao. Para um exemplo simples, considere cadeias compostas
das letras a, b, ¢, d, do simbolo o, e dos colchetes [ e ], como
“[[cod][”, “[a[]e]”, “a” ou “[[a o b] 0 d]”. Vocé provavelmente
sente que ha algo “errado” com as duas primeiras cadeias: os col-
chetes nao “se equilibram” de modo algum na primeira, e vocé
pode sentir que o “o” deveria “conectar” expressoes que elas pro-
prias facam sentido. A terceira e a quarta cadeia parecem melho-
res: para todo “[” ha um “]” de fechamento (se houver algum),
e para qualquer o podemos encontrar expressoes “bonitas” de
cada lado, cercadas por um par de parénteses.

Gostariamos de especificar precisamente o que conta como
um “termo bonito.” Em primeiro lugar, toda letra isolada é bo-
nita. Qualquer coisa que nao seja apenas uma letra isolada deve
ser da forma “[¢ o s]” em que s e ¢ sdo, eles proprios, bonitos.
Reciprocamente, se ¢ e s sdo bonitos, entdo podemos formar um
novo termo bonito pondo um o entre eles e cercando-os por um
par de colchetes. Poderiamos usar essas operagdes para definir o
conjunto dos termos bonitos. Esta é uma defini¢do indutiva.

Defini¢ao B.3 (Termos bonitos). O conjunto dos termos bonitos
é definido indutivamente como segue:



1. Qualquer letra a, b, ¢, d é um termo bonito.
2. Se 51 € 59 sdo termos bonitos, entdo também o é [s1 o s9].

3. Nada mais é um termo bonito.

Esta definicao nos diz que algo conta como um termo bonito
sse ele pode ser construido de acordo com as duas condigdes
(1) e (2) em algum namero finito de passos. No primeiro passo,
construimos todos os termos bonitos compostos apenas por letras
isoladas, isto é,

a,b,c,d

No segundo passo, aplicamos (2) aos termos que construimos.
Obteremos

[aca]l,[aob],[boa],...,[dod]

para todas as combinacdes de duas letras. No terceiro passo,
aplicamos (2) novamente, a quaisquer dois termos bonitos que
construimos até agora. Obtemos novos termos bonitos como [ao
[aca]]—em que ¢ é a do passo 1 e s é [a o a] do passo 2—e
[[boc]o[dob]] construido a partir dos dois termos [boc] e
[dob] do passo 2. E assim por diante. A clausula (3) impede que
qualquer coisa nao construida desse modo se infiltre no conjunto
dos termos bonitos.

Note que ainda ndo provamos que toda sequéncia de simbolos
que “parece” bonita é bonita de acordo com esta definicdo. No
entanto, deve ficar claro que tudo o que podemos construir de
fato “parece bonito”: os colchetes estao equilibrados, e o conecta
partes que sdo, elas proprias, bonitas.

A caracteristica-chave das defini¢es indutivas é que, se vocé
quer provar algo sobre todos os termos bonitos, a defini¢cdo lhe
diz quais casos vocé deve considerar. Por exemplo, se lhe é dito
que ¢ é um termo bonito, a defini¢do indutiva lhe diz com o que
¢t pode se parecer: ¢ pode ser uma letra, ou pode ser [s; 053] para
algum par de termos bonitos s; e s3. Por causa da clausula (3),
essas sdo as unicas possibilidades.



Ao provar afirmagdes sobre todo um conjunto definido in-
dutivamente, a forma forte da indugao torna-se particularmente
importante. Por exemplo, suponha que queiramos provar que,
para todo termo bonito de comprimento 7, o nimero de [ nele
é < n/2. Isso pode ser visto como uma afirmacao sobre todos
os n: para todo z, o nimero de [ em qualquer termo bonito de
comprimento n é < n/2.

Proposicao B.4. Para qualquer n, o niimero de [ em um termo bonito
de comprimento n ¢ < n/2.

Prova. Para provar esse resultado por indugao (forte), temos que
mostrar que a seguinte afirmac¢ao condicional é verdadeira:

Se, para todo / < k, qualquer termo bonito de com-
primento / tem < //2 [, entdo qualquer termo bonito
de comprimento £ tem < k/2 [.

Para mostrar este condicional, suponha que seu antecedente é
verdadeiro, isto é, suponha que, para qualquer / < £, termos
bonitos de comprimento / contém < //2 [. Chamamos essa su-
posicao de hipétese indutiva. Queremos mostrar que o mesmo
vale para termos bonitos de comprimento £.

Entao suponha que ¢ é um termo bonito de comprimento k.
Como os termos bonitos sdo definidos indutivamente, temos dois
casos: (1) ¢ € uma letra isolada, ou (2) ¢ € [s; o s9] para alguns
termos bonitos s e s9.

1. ¢ é uma letra. Entdo £ = 1, e o numero de [ em ¢ ¢ 0. Como
0 < 1/2, a afirmacio vale.

2. t é [s1 o s9] para alguns termos bonitos s; e so. Sejam /;
o comprimento de s; e /o 0o comprimento de s3. Entdo o
comprimento £ de ¢ é [; + Iy + 3 (os comprimentos de s
e s mais trés simbolos [, o, ]). Como /; + /3 + 3 é sempre
maior que 5, /1 < k. De modo semelhante, ly < k. Isso
significa que a hipétese de indugao se aplica aos termos s



e so: o numero my de [ em s1 € < [1/2, e 0 nimero my de |
em so € < [y/2.

O ntumero de [ em ¢ é o namero de [ em s, mais o nlimero
de [ em s9, mais 1, isto €, é my + mg +1. Como m1 < [;/2 e
my < ly/2, temos:

11 12 11+12+2 l1+lQ+3

o+l =+ 241= =k/2.
my + my + <2+2+ 9 < 9 k/

Em cada caso, mostramos que o nimero de [ em ¢ é < £/2 (com
base na hipétese indutiva). Por inducao forte, a proposicao se
segue. o

B.5 Indugdo Estrutural

Até aqui usamos a indugdo para estabelecer resultados sobre
todos os nimeros naturais. Mas um principio correspondente
pode ser usado diretamente para provar resultados sobre todos
os elementos de um conjunto definido indutivamente. Isso é fre-
quentemente chamado de indugao estrutural, porque depende da
estrutura dos objetos definidos indutivamente.

Em geral, uma definicao indutiva é dada por (a) uma lista
de elementos “iniciais” do conjunto e (b) uma lista de operacoes
que produzem novos elementos do conjunto a partir de antigos.
No caso dos termos bonitos, por exemplo, os objetos iniciais sao
as letras. Temos apenas uma operagdo: as operagdes sao

0(s1,52) =[s1 0 59]

Vocé pode até pensar nos proprios numeros naturais N como
sendo dados por uma defini¢ao indutiva: o objeto inicial é 0, e a
operacao ¢ a funcao sucessor x + 1.

Para provar algo sobre todos os elementos de um conjunto

definido indutivamente, isto é, que todo elemento do conjunto
tem uma propriedade P, devemos:

1. Provar que os objetos iniciais tém P



2. Provar que, para cada operacao o, se os argumentos tém P,
o resultado também tem.

Por exemplo, para provar algo sobre todos os termos bonitos,
n6s provariamos que é verdadeiro para todas as letras, e que
é verdadeiro para [s; o s2] desde que seja verdadeiro de 51 e sy
individualmente.

Proposicao B.5. O numero de | ¢ igual ao niimero de | em qualquer
termo bonito t.

Prova. Usamos a indugdo estrutural. Os termos bonitos sdo de-
finidos indutivamente, com as letras como objetos iniciais e a
operagao o para construir novos termos bonitos a partir de anti-
gos.

1. A afirmacao é verdadeira para toda letra, ja que o niumero
de [ em uma letra isolada é 0 e o ntimero de | nela também
é 0.

2. Suponha que o nimero de [ em s; é igual ao namero de |, e
o mesmo ¢ verdadeiro para so. O numero de [ em o(s1,2),
isto €, em [s1 0 59|, é a soma do ntimero de [ em s; € sy
mais um. O ntimero de | em 0(sy,s52) € a soma do namero
de ] em 51 e 59 mais um. Assim, o numero de [ em o0(s1,59)
é igual ao numero de | em o(s1,$2). m|

Vamos dar outra prova por indugao estrutural: um segmento
inicial proprio de uma cadeia ¢ de simbolos é qualquer cadeia s
que concorda com ¢ simbolo por simbolo, lida da esquerda, mas
¢t é mais longa. Assim, por exemplo, [a o é um segmento inicial
préprio de [aob], mas nem [bo (discordam no segundo simbolo)
nem [a o b] (tém o mesmo comprimento) o sao.

Proposigao B.6. Todo segmento inicial proprio de um termo bonito ¢
tem mais | do que .

Prova. Por inducdo em ¢:



1. ¢t é uma letra isolada: Entdo ¢ ndo tem segmentos iniciais
proprios.

2. t = [s1 0 s9] para alguns termos bonitos s; e so. Se 7 é um
segmento inicial préprio de ¢, ha varias possibilidades:

a) r é apenas [: Entdo r tem um [ a mais do que |.

b) r é [r; em que r; é um segmento inicial préprio de s1:
Como 51 é um termo bonito, por hipétese de inducao,
1 tem mais [ do que ], e o mesmo é verdadeiro para

[r1.

c) 7 é [s1 ou [s1 o: Pelo resultado anterior, o nimero de
[ e ] em 5 € igual; entdo o niimero de [ em [s; ou
[s1 o é um a mais do que o nimero de ].

d) r é [s1 o7y em que r9 é um segmento inicial proprio
de s9: Por hipétese de inducdo, ry contém mais [ do
que |. Pelo resultado anterior, o ntimero de [ e de ]
em s§; € igual. Entdo o numero de [ em [s1 09 é maior
do que o numero de ].

e) r € [s1 o s9: Pelo resultado anterior, o nimero de [ e
| em s € igual, e 0 mesmo para s3. Entdao ha um [ a
mais em [s1 o 59 do que ha |. O

B.6 Relagoes e Funcgoes

Quando definimos um conjunto de objetos (como os nimeros
naturais ou os termos bonitos) indutivamente, também podemos
definir relagdes sobre esses objetos por inducao. Por exemplo, con-
sidere a seguinte ideia: um termo bonito ¢ é um subtermo de
um termo bonito # se ocorre como parte dele. Vamos usar um
simbolo para isso: #; E #&. Todo termo bonito é, é claro, um sub-
termo de si mesmo: ¢ C {. Podemos dar uma definicao indutiva
dessa relacdo como segue:



Defini¢ao B.7. A relacio de um termo bonito # ser um sub-
termo de f, t1 C f, € definida por inducdo em £ como segue:

1. Se #y é uma letra, entdo # C #y sse {1 = fo.

2. Se g € [s1059], entdo & T fy sse 1 = fg, 11 C 51, ou 1 C s9.

Esta defini¢dao, por exemplo, nos dird que a £ [b o a]. Pois
(2) dizquea C [boa] ssea=[boa],oualC b, oualCa. As
duas primeiras sdo falsas: a claramente nao é idéntico a [b o a],
e por (1), a E b sse a = b, o que também ¢ falso. No entanto,
também por (1), a C a sse a = a, o que é verdadeiro.

E importante observar que o sucesso desta defini¢io depende
de um fato que ainda ndo provamos: todo termo bonito ¢ ou é
uma letra isolada, ou existem termos bonitos univocamente deter-
minados s1 e sy tais que ¢ = [s1 o s]. “Univocamente determina-
dos” aqui significa que, se ¢ = [s10s2], ele ndo € também = [r1079]
com §; # 1 ou 59 # r9. Se este fosse o caso, entdo a clausula (2)
poderia entrar em conflito consigo mesma: lendo 3 como [s;0s2]
poderiamos obter # E f3, mas se lermos f como [r; o r9] pode-
riamos obter ndo # C #. Antes de provarmos que isso ndo pode
acontecer, vejamos um exemplo em que ele pode acontecer.

Defini¢ao B.8. Defina termos sem colchetes indutivamente por
1. Toda letra é um termo sem colchetes.

2. Se 51 e 59 sdo termos sem colchetes, entiao s; 059 é um termo
sem colchetes.

3. Nada mais é um termo sem colchetes.

Termos sem colchetes sdao, por exemplo, a, bod, boaob.
Agora, se definissemos “subtermo” para termos sem colchetes do
modo como fizemos acima, a segunda clausula diria

Se #y = 51 0 59, entdo 1 C &y sse &1 = &y, {1 C s1, ou £ C s9.



Agora,boaob é daforma s; o 53 com

s1=be so =aob.
Ele também ¢é da forma r; o 19 com

rn=boae ry =b.

Agora, aob é um subtermo de b oa ob? A resposta é sim, se
seguirmos a primeira leitura, e nio, se seguirmos a segunda.

A propriedade de que 0 modo como um termo bonito é cons-
truido a partir de outros termos bonitos é tiinico é chamada de
leitura tinica. Como defini¢oes indutivas de relagdes para tais ob-
jetos definidos indutivamente sado importantes, temos que provar
que ela vale.

Proposicdao B.g. Suponha quet ¢ um termo bonito. Entdo out é uma
letra isolada, ou existem termos bonitos univocamente determinados s1,
9 tais que t = [s1 0 s9].

Prova. Se t é uma letra isolada, a condicdo é satisfeita. Entao
suponha que £ ndo é uma letra isolada. Podemos perceber, pela
definicao indutiva, que entdo ¢ deve ser da forma [s; o s3] para
alguns termos bonitos s; e so. Resta mostrar que estes sdo uni-
vocamente determinados, isto é, se t = [r; o 7], entdo s =1 e
§9 = 19.

Entao suponha ¢ = [sj0s9] e também ¢ = [ org] para termos
bonitos s1, so, 71, 72. Temos que mostrar que s; = 1 e 59 = 9.
Primeiro, s; e r; devem ser idénticos, pois, caso contrario, um é
um segmento inicial préprio do outro. Mas, por Proposicao B.6,
isso é impossivel se s; e 7 sdo ambos termos bonitos. Mas se
s1 = 1, entao claramente também sy = 9. O

Também podemos definir fun¢oes indutivamente: por exem-
plo, podemos definir a fun¢do f que mapeia qualquer termo
bonito na profundidade maxima de aninhamento de [...] nele
como segue:



Defini¢ao B.10. A profundidade de um termo bonito, f(¢), é de-
finida indutivamente como segue:

0 se ¢ ¢ uma letra
f(t)= ~
max(f(s1),f(s2)) +1 set=[s10s].

Por exemplo,

f([aob]) =max(f(a),f (b)) +1=
=max(0,0)+1=1, e

f([[aob]oc]) =max(f([acb]).f(c) +1=
=max(1,0) +1 = 2.

Aqui, é claro, supomos que s1 e s3 sdo termos bonitos, e fa-
zemos uso do fato de que todo termo bonito ou é uma letra ou
é da forma [s; o s3]. E novamente importante que ele possa ser
dessa forma de apenas um modo. Para ver por qué, considere
novamente os termos sem colchetes que definimos antes. A “de-
finicao” correspondente seria:

se ¢ ¢ uma letra

g(t)= {max(g(sl),g(sg)) +1 set=s10s.

Agora considere o termo sem colchetes aobocod. Ele pode ser
lido de mais de um modo, por exemplo, como s o s, com

si=ae s9=bocod,
ou como 71 © 9 com
rn=aobe r9 = cod.
Calcular g de acordo com o primeiro modo de 1é-lo daria

2(s1059) =max(g(a),g(bocod)) +1=
=max(0,2) +1=3



enquanto, de acordo com a outra leitura, obtemos
g(ror) =max(g(aob),g(cod)) +1=

=max(1,1)+1=2

Mas uma funcido deve sempre produzir um valor tinico; entao
nossa “defini¢ao” de g nao define funcao alguma.

Problemas

Problema B.1. Defina o conjunto dos termos superbonitos por
1. Qualquer letra a, b, ¢, d é um termo superbonito.
2. Se s € um termo superbonito, entdo também o é [s].

3. Se s1 e 59 sdo termos superbonitos, entdo também o € [s; o
$9].

4. Nada mais é um termo superbonito.

Mostre que o nimero de [ em um termo superbonito ¢ de com-
primento n é < n/2 + 1.

Problema B.2. Prove, por induc¢do estrutural, que nenhum
termo bonito comeca com ].

Problema B.3. Dé uma defini¢ao indutiva da funcao /, em que
[(t) é o numero de simbolos no termo bonito £.

Problema B.4. Prove, por indugao estrutural sobre termos boni-
tos ¢, que f(¢) < [(t) (em que /(¢) é o nimero de simbolos em ¢ e
f(¢) é a profundidade de ¢ tal como definida em Definicao B.10).



APENDICE C

Biografias

C.1 Georg Cantor

Uma biografia inicial de Ge-
org Cantor (GAY-org KAHN-
tor) afirmava que ele tinha
nascido e sido encontrado
num navio que seguia para
Sao Petersburgo, na Russia, e
que seus pais eram desconhe-
cidos. Isto, porém, nao é ver-
dade; embora ele tivesse nas-
cido em Sao Petersburgo em
1845.

Cantor se doutorou em
matematica na Universidade
de Berlim em 1867. E conhe-
cido por seu trabalho em te-
oria dos conjuntos e é consi-
derado o fundador da teoria
dos conjuntos como disciplina g Cor- Georg Cantor
de pesquisa distinta. Foi o pri-
meiro a provar que existem conjuntos infinitos de tamanhos dife-
rentes. Suas teorias, e sobretudo a teoria dos infinitos, provoca-
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ram muito debate entre os matematicos da época, e seu trabalho
foi controverso.

As conviccdes religiosas de Cantor e seu trabalho matema-
tico estavam inextricavelmente ligados; ele chegou a afirmar que
a teoria dos nimeros transfinitos lhe tinha sido comunicada dire-
tamente por Deus. Mais tarde, Cantor sofreu de doenga mental.
A partir de 1894, e com maior frequéncia nos altimos anos, Can-
tor foi internado. As fortes criticas a seu trabalho, incluindo um
rompimento com o matematico Leopold Kronecker, levaram a
depressdo e a perda de interesse pela matematica. Durante epi-
sodios depressivos, Cantor se dedicava a filosofia e a literatura,
e chegou a publicar uma teoria de que Francis Bacon era o autor
das pecas de Shakespeare.

Cantor morreu em 6 de janeiro de 1918, num sanatério em
Halle.

Leitura complementar Para biografias completas de Cantor,
ver Dauben (1990) e Grattan-Guinness (1971). As visoes radicais
de Cantor sao também descritas no programa da BBC Radio 4
A Brief History of Mathematics (du Sautoy, 2014). Se quiser ouvir
as teorias de Cantor em forma de rap, ver Rose (2012).

C.2 Alonzo Church

Alonzo Church nasceu em Washington, DC, em 14 de junho de
1903. Na primeira infancia, um acidente com uma arma de ar
comprimido deixou Church cego de um olho. Ele concluiu o
ensino preparatério em Connecticut em 1920 e iniciou sua for-
macao universitaria em Princeton naquele mesmo ano. Concluiu
seus estudos de doutorado em 1927. Apés alguns anos no exte-
rior, Church retornou a Princeton. Church era conhecido por ser
extremamente educado e cuidadoso. Sua escrita no quadro-negro
era impecavel, e ele preservava artigos importantes cobrindo-
os cuidadosamente com cimento Duco (uma cola transparente).
Fora de suas atividades académicas, gostava de ler revistas de



ficcdo cientifica e ndo tinha receio de escrever aos editores caso
identificasse quaisquer imprecisdes nos textos.

As realizacoes académi-
cas de Church foram nota-
veis. Junto com seus alu-
nos Stephen Kleene e Barkley
Rosser, ele desenvolveu uma
teoria da calculabilidade efe-
tiva, o calculo lambda, inde-
pendentemente do desenvol-
vimento da maquina de Tu-
ring por Alan Turing. As
duas definicoes de computabi-
lidade sao equivalentes e dao
origem ao que hoje é conhe-
cido como a Tese de Church—
Turing: a de que uma funcao
dos numeros naturais é efeti-
vamente computavel se e somente se for computavel por meio de
uma maquina de Turing (ou do calculo lambda). Ele também
provou o que hoje é conhecido como o Teorema de Church: o pro-
blema da decisao para a validade de férmulas de primeira ordem
é insoluvel.

Church continuou seu trabalho até a velhice. Em 1967, dei-
xou Princeton para ir 4 UCLA, onde foi professor até se aposen-
tar, em 1990. Church faleceu em 1° de agosto de 1995, aos g2
anos.

Alonzo Church

Leitura complementar Para uma breve biografia de Church,
veja Enderton (201g). Os escritos originais de Church sobre o
célculo lambda e o Entscheidungsproblem (Tese de Church) sao
Church (1936a,b). Aspray (1984) registra uma entrevista com
Church sobre a comunidade matematica de Princeton na década
de 1930. Church escreveu uma série de resenhas de livros para o



Journal of Symbolic Logic de 1936 até 1979. Todas estdao arquivadas
no site de John MacFarlane (Maclarlane, 2015).

C.3 Gerhard Gentzen

Gerhard Gentzen é conhecido
principalmente como o cria-
dor da teoria estrutural da
prova e, especificamente, pela
criacdo dos sistemas de deri-
vacdo de deducdo natural e
de calculo de sequentes. Ele
nasceu em 24 de novembro de
1909 em Greifswald, na Ale-
manha. Gerhard foi educado
em casa por trés anos antes de
frequentar o ensino prepara-
torio, onde estava atras da maioria de seus colegas em termos de
instrucdo. Apesar disso, era um aluno brilhante e demonstrava
forte aptiddo para a matematica. Seus interesses eram variados
e ele, por exemplo, também escrevia poemas para a mae e pecas
para o teatro da escola.

Gentzen comecgou seus estudos universitirios na Universi-
dade de Greifswald, mas passou por Gottingen, Munique e Ber-
lim. Recebeu seu doutorado em 1933 pela Universidade de Got-
tingen, sob a orientacdo de Hermann Weyl. (Paul Bernays su-
pervisionou a maior parte de seu trabalho, mas foi demitido da
universidade pelos nazistas.) Em 1934, Gentzen comecou a tra-
balhar como assistente de David Hilbert. Nesse mesmo ano, de-
senvolveu os sistemas de derivacdo de calculo de sequentes e de
deducao natural, em seus artigos Untersuchungen iber das logische
Schliefen I-II [Investigacoes sobre a Dedugdo Logica I-11]. Ele provou
a consisténcia dos axiomas de Peano em 1936.

A relacao de Gentzen com os nazistas é complicada. Ao
mesmo tempo em que seu mentor Bernays foi forcado a deixar

Gerhard Gentzen



a Alemanha, Gentzen ingressou no brago universitario da SA, a
organizagdo paramilitar nazista. Como muitos alemaes, foi mem-
bro do partido nazista. Durante a guerra, serviu como oficial de
telecomunicac¢des na unidade de inteligéncia aérea. No entanto,
em 1942 foi dispensado do servi¢o devido a um colapso nervoso.
Nio esta claro se as lealdades de Gentzen estavam com o partido
nazista ou se ele ingressou no partido a fim de garantir sucesso
académico.

Em 1943, foi oferecida a Gentzen uma posicao académica no
Instituto Matematico da Universidade Alema de Praga, que ele
aceitou. No entanto, em 1945 os cidadaos de Praga se revoltaram
contra a ocupacgao alema. As forcas soviéticas chegaram a cidade
e prenderam todos os professores da universidade. Por causa de
sua filiacdo a organiza¢des nazistas, Gentzen foi levado a um
campo de trabalhos for¢cados. Ele morreu de desnutricao em sua
cela em 4 de agosto de 1945, aos 35 anos.

Leitura complementar Para uma biografia completa de Gent-
zen, veja Menzler-Trott (2007). Uma leitura interessante sobre
matematicos sob o regime nazista, que traz uma breve nota so-
bre a vida de Gentzen, é dada por Segal (2014). Os artigos de
Gentzen sobre deducdo logica estdo disponiveis no alemao ori-
ginal (Gentzen, 1935a,b). Tradugdes para o inglés dos artigos de
Gentzen foram reunidas em um unico volume por Szabo (1969),
que também inclui um esbogo biografico.

C.4 Kurt Godel

Kurt Godel (GER-dle) nasceu em 28 de abril de 1906 em Briinn,
no império austro-huingaro (hoje Brno, na Republica Tcheca). De-
vido a seu espirito inquisitivo e brilhante, o jovem Kurtele era
muitas vezes chamado “Der kleine Herr Warum” (o Pequeno
Senhor Porqué) pela familia. Destacou-se nos estudos desde a
escola primaria, tendo obtido menos do que a nota mais alta
apenas em matematica. Godel faltava frequentemente a escola



por causa da fragil saude e estava isento de educacao fisica. Foi
diagnosticado com febre reumatica durante a infancia. Ao longo
da vida, acreditou que isso tinha afetado permanentemente seu
coragao, apesar dos pareceres médicos em contrario.

Godel comecou a estudar
na Universidade de Viena em
1924 e concluiu o doutorado
em 1929. Inicialmente preten-
dia estudar fisica, mas seus
interesses se deslocaram ra-
pidamente para a matema-
tica e sobretudo para a l6-
gica, em parte devido a influ-
éncia do fil6sofo Rudolf Car-
nap. Sua dissertacdo, orien-
tada por Hans Hahn, provava
o teorema de completude da
logica de predicados de pri-
meira ordem com identidade
(Godel, 1929). Apenas um
ano depois, obteve seus re- Kurt Godel
sultados mais famosos—o pri-
meiro e o segundo teorema da
incompletude (publicados em Godel 1931). Durante o periodo
em Viena, Godel participou intensamente no Circulo de Viena,
um grupo de fil6sofos de orientagao cientifica que incluia Carnap,
cujo trabalho foi especialmente influenciado pelos resultados de
Godel.

Em 1938, Godel se casou com Adele Nimbursky. Os pais nao
ficaram contentes: nao s6 ela era seis anos mais velha e ja divor-
ciada, como trabalhava como bailarina num clube noturno. As
pressdes sociais nao afetaram Godel, contudo, e permaneceram
felizmente casados até sua morte.

Depois de a Alemanha Nazi ter anexado a Austria em 1938,
Godel e Adele emigraram para os Estados Unidos, onde ele as-
sumiu um lugar no Institute for Advanced Study em Princeton,




Nova Jersey. Apesar da introversdo e do carater excéntrico, o
periodo de Godel em Princeton foi colaborativo e frutuoso. Pu-
blicou ensaios em teoria dos conjuntos, filosofia e fisica. Nota-
velmente, estabeleceu uma amizade particularmente forte com o
colega no IAS, Albert Einstein.

Nos ultimos anos, a satide mental de Goédel se deteriorou.
A internacdo da esposa em 1977 fez com que ela ndo pudesse
mais cozinhar as refei¢es dele. Tendo sofrido de problemas de
saude mental ao longo da vida, sucumbiu & paranoia. Com medo
mortal de ser envenenado, G6del se recusou a comer. Morreu de
inanicdo em 14 de janeiro de 1978, em Princeton.

Leitura complementar Para uma biografia completa da vida
de Godel, ver John Dawson (1997). Para outros textos biografi-
cos, bem como ensaios sobre as contribuicoes de Godel para a
logica e a filosofia, ver Wang (19go), Baaz et al. (2011), Takeuti
et al. (2003), e Sigmund et al. (2007).

A tese de doutorado de Godel esta disponivel no alemao ori-
ginal (Godel, 1929). O texto original dos teoremas da incomple-
tude é (Godel, 1931). Todas as publicacdes e textos nao publica-
dos de Godel, bem como uma selecao de correspondéncia, estao
disponiveis em inglés em seus Collected Papers Feferman et al.
(1986, 1990).

Para um tratamento detalhado dos teoremas da incompletude
de Godel, ver Smith (2013). Para uma discussido informal e filos6-
fica dos teoremas de Godel, ver o podcast de Mark Linsenmayer
(Linsenmayer, 2014).

C.5 Emmy Noether

Emmy Noether (NER-ter) nasceu em Erlangen, na Alemanha, em
23 de marco de 1882, em uma familia erudita de classe média
alta. Aclamada como a “mae da algebra moderna”, Noether fez
contribui¢des inovadoras tanto para a matematica quanto para
a fisica, apesar das significativas barreiras a educa¢ao das mu-



lheres. Na Alemanha daquela época, esperava-se que as meninas
fossem educadas nas artes e elas nao tinham permissao para fre-
quentar escolas preparatorias para a faculdade. No entanto, apés
assistir como ouvinte as aulas nas Universidades de Gottingen e
Erlangen (onde seu pai era professor de matematica), Noether
finalmente conseguiu se matricular como aluna em Erlangen em
1904, quando a politica da instituicdo foi atualizada para permi-
tir estudantes do sexo feminino. Ela recebeu seu doutorado em
matematica em 19o7.

Apesar de suas qualifi-
cacdes, Noether enfrentou
muita resisténcia durante sua
carreira. De 1908 a 1915,
ela lecionou em Erlangen sem
remunera¢do. Durante esse
periodo, chamou a atencdo
de David Hilbert, um dos
mais eminentes matematicos
do mundo na época, que a
convidou para Goéttingen. No
entanto, as mulheres eram
proibidas de obter catedras,
e ela s6 pode lecionar sob o
nome de Hilbert, novamente
sem remuneragido. Foi nesse
periodo que ela provou o que
hoje é conhecido como o teo-
rema de Noether, que ainda é
usado na fisica teérica atualmente. Noether finalmente recebeu
o direito de lecionar em 1919. A resposta de Hilbert a resisténcia
continua de seus colegas de universidade teria sido: “Senhores,
o conselho da faculdade nao é uma casa de banhos.”

No final da década de 1920, ela concentrou-se no trabalho em
algebra abstrata, e suas contribui¢des revolucionaram o campo.
Em suas provas, ela frequentemente fazia uso da chamada condi-
cao de cadeia ascendente, que afirma que nao ha cadeia infinita
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estritamente crescente de certos conjuntos. Por exemplo, certas
estruturas algébricas hoje conhecidas como anéis noetherianos
tém a propriedade de que ndo ha sequéncias infinitas de ideais
I ¢ Ib € .... A condi¢do pode ser generalizada para qualquer
ordem parcial (na algebra, ela diz respeito ao caso especial de
ideais ordenados pela relacdo de subconjunto), e também pode-
mos considerar a condi¢do dual de cadeia descendente, na qual
toda sequéncia estritamente decrescente em uma ordem parcial
eventualmente termina. Se uma ordem parcial satisfaz a condigao
de cadeia descendente, é possivel usar inducdo ao longo dessa
ordem de maneira semelhante aquela em que podemos usar indu-
¢do ao longo da ordem < sobre N. Tais ordens sdo chamadas bem
fundadas ou noetherianas, e o principio de prova correspondente,
inducdo noetheriana.

Noether era judia e, quando os nazistas chegaram ao poder
em 1933, ela foi demitida de seu cargo. Felizmente, Noether con-
seguiu emigrar para os Estados Unidos para ocupar uma posigao
temporaria em Bryn Mawr, na Pensilvania. Durante seu tempo
14, ela também lecionou em Princeton, embora considerasse a
universidade pouco acolhedora para as mulheres (Dick, 1981,
81). Em 1935, Noether passou por uma operagao para remover
um tumor uterino. Ela morreu de uma infeccdo decorrente da
cirurgia e foi enterrada em Bryn Mawr.

Leitura complementar Para uma biografia de Noether, veja
Dick (1981). O Perimeter Institute for Theoretical Physics dis-
ponibiliza on-line suas palestras sobre a vida e a influéncia de
Noether (Institute, 2015). Se vocé estiver cansado de ler, Stuff
You Missed in History Class tem um podcast sobre a vida e a in-
fluéncia de Noether (Frey e Wilson, 2015). As obras reunidas de
Noether estao disponiveis no alemao original (Jacobson, 1983).

C.6 Bertrand Russell



Bertrand Russell é celebrado como um dos fundadores da filoso-
fia analitica moderna. Nascido em 18 de maio de 1872, Russell
nao era conhecido apenas pelo trabalho em filosofia e légica,
mas escreveu muitos livros de divulgacao em diversas areas. Foi
também um ardente ativista politico ao longo da vida.

Russell nasceu em Trel-
lech, Monmouthshire, no Pais
de Gales. Os pais pertenciam
a nobreza britanica. Eram
livre-pensadores e chegaram a
travar amizade com os radi-
cais de Boston da época. In-
felizmente, os pais de Rus-
sell morreram quando ele era
ainda crianca, e Russell foi
viver com os avos. Ali re-
cebeu uma educagao religi-
osa (algo que os pais tinham
querido evitar a todo custo).
A av6 era muito rigorosa em
todas as questdes de morali-
dade. Na adolescéncia foi so- Bertrand Russell
bretudo educado em casa por
professores particulares.

A influéncia de Russell na filosofia analitica, e sobretudo na
légica, é enorme. Estudou matematica e filosofia no Trinity Col-
lege, em Cambridge, onde foi influenciado pelo matematico e
fil6sofo Alfred North Whitehead. Em 1910, Russell e Whitehead
publicaram o primeiro volume de Principia Mathematica, defen-
dendo a ideia de que a matematica € redutivel a 16gica. Seguiu-se
a publicacao de centenas de livros, ensaios e panfletos politicos.
Em 1950, ganhou o Prémio Nobel de Literatura.

Russell se encontrava profundamente envolvido na politica e
no ativismo social. Durante a Primeira Guerra Mundial foi preso
e condenado a seis meses de prisdo por atividades pacifistas e
protesto. Na prisdo pode escrever e ler, e afirma ter achado a




experiéncia “bastante agradavel.” Permaneceu pacifista ao longo
da vida, e voltou a ser detido por participar num comicio pelo
desarmamento nuclear em 1961. Sobreviveu também a um aci-
dente de avido em 1948, no qual os unicos sobreviventes eram
os que estavam sentados na area de fumantes. Por isso, Russell
declarou que devia a vida ao tabagismo. Russell se casou quatro
vezes, mas tinha fama de manter relagdes extraconjugais. Morreu
em 2 de fevereiro de 1970, aos g7 anos, em Penrhyndeudraeth,
no Pais de Gales.

Leitura complementar Russell escreveu uma autobiografia
em trés partes, que abrange sua vida de 1872 a 1967 (Russell,
1967, 1968, 196g). O Bertrand Russell Research Centre na Mc-
Master University alberga os arquivos de Bertrand Russell. Ver
o site em Duncan (2015), para informacao sobre os volumes de
suas obras reunidas (incluindo indices pesquisaveis) e projetos
de arquivo. O artigo de Russell Or Denoting (Russell, 1go5) é um
classico da filosofia analitica do século XX.

A entrada da Stanford Encyclopedia of Philosophy sobre Rus-
sell (Irvine, 2015) inclui excertos de audio de Russell a falar sobre
Desejo e teoria politica. Estao disponiveis online muitas entre-
vistas em video com Russell. Para o ouvir falar de tabagismo e
do envolvimento num acidente de avido, ver, por exemplo, Rus-
sell (n.d.). Algumas obras de Russell, incluindo a Introduction to
Mathematical Philosophy, estao disponiveis como audiolivros gra-
tuitos em LibriVox (n.d.).

C.7 Alfred Tarski

Alfred Tarski nasceu em 14 de janeiro de 19go1 em Varsévia, na
Polonia (entdo parte do Império Russo). Descrito como “napo-
lednico”, Tarski era ruidoso, falador e intenso. Sua energia se
refletia muitas vezes nas aulas—chegou a incendiar um cesto de
lixo ao jogar fora um cigarro durante uma aula, e foi proibido de
lecionar novamente naquele edificio.



Tarski tinha sede de co-
nhecimento desde cedo. Mais
tarde diria aos estudantes que
estudara logica porque era a
unica disciplina em que ti-
vera um B, mas os registros
do colégio mostram que tinha
notas maximas em tudo—até
em logica. Estudou na Univer-
sidade de Varsévia de 1918 a
1924. Tarski pretendia inici-
almente estudar biologia, mas
se interessou por matematica,
filosofia e logica, pois a uni-
versidade era o centro da Es-
cola de Logica e Filosofia de Alfred Tarski
Varsé6via. Tarski se doutorou
em 1924 sob orientacdo de Stanistaw Le$niewski.

Antes de emigrar para os Estados Unidos em 1939, Tarski
completou parte de seu trabalho mais importante enquanto pro-
fessor de ensino secundario em Varsévia. O trabalho sobre con-
sequéncia légica e verdade logica foi escrito nesse periodo. Em
1939, Tarski se encontrava nos Estados Unidos numa turné de
palestras. Durante a visita, a Alemanha invadiu a Poldnia, e, por
causa da ascendéncia judaica, Tarski ndo pdde retornar. A es-
posa e os filhos permaneceram na Polonia até o fim da guerra,
mas depois também puderam emigrar para os Estados Unidos.
Tarski lecionou em Harvard, no College of the City of New York,
no Institute for Advanced Study em Princeton, e finalmente na
Universidade da Califérnia, em Berkeley. Ali fundou o programa
multidisciplinar em Logica e Metodologia da Ciéncia. Tarski
morreu em 26 de outubro de 1983, aos 82 anos.

Leitura complementar Para mais sobre a vida de Tarski, ver
a biografia Alfred Tarski: Life and Logic (Feferman e Feferman,



2004). As obras fundadoras de Tarski sobre consequéncia l6gica
e verdade estdo disponiveis em inglés em (Corcoran, 1983). To-
das as obras originais de Tarski foram reunidas numa série de
quatro volumes, (Tarski, 1981).

C.8 Alan Turing

Alan Turing nasceu em Maida Vale, Londres, em 23 de junho de
1912. E considerado o pai da ciéncia da computacio teérica. O
interesse de Turing pelas ciéncias fisicas e pela matematica come-
cou em tenra idade. No entanto, quando menino, seus interesses
nao eram bem contemplados nas escolas que frequentava, onde
a énfase recaia sobre a literatura e os classicos. Consequente-
mente, ele teve um desempenho fraco na escola e foi repreendido
por muitos de seus professores.

Turing estudou no King’s
College, em Cambridge, na
graduacdo, onde estudou ma-
tematica. Em 1936, Turing
desenvolveu (o que hoje se
chama) a maquina de Turing
como uma tentativa de definir
precisamente a nog¢ao de fun-
cao computavel e de provar a
indecidibilidade do problema
da decisao. Ele foi supe-
rado no resultado por Alonzo
Church, que o provou por
meio de seu préprio calculo
lambda. Ainda assim, o ar-
tigo de Turing foi publicado
com referéncia ao resultado
de Church. Church convidou Turing para Princeton, onde ele
passou de 1936 a 1938 e obteve um doutorado sob a orientacao
de Church.

Alan Turing



Apesar de seu interesse pela l6gica, os interesses anteriores de
Turing pelas ciéncias fisicas permaneceram predominantes. Suas
habilidades praticas foram postas em pratica durante seu servico
no departamento britdnico de criptanalise em Bletchley Park du-
rante a Segunda Guerra Mundial. Turing foi uma figura central
na quebra da cifra usada nas comunicacdes navais alemas—o c6-
digo Enigma. A expertise de Turing em estatistica e criptografia,
juntamente com a introdu¢do de maquinario eletronico, deu a
equipe a capacidade de quebrar o cddigo por meio da criacao de
uma maquina de descriptografia chamada “bombe”. Suas ideias
também ajudaram na criacido do primeiro computador eletrénico
programével do mundo, o Colossus, também usado em Bletchley
Park para quebrar a cifra alema Lorenz.

Turing era homossexual. Mesmo assim, em 1942 ele pediu
Joan Clarke em casamento, uma de suas colegas de equipe em
Bletchley Park, mas depois rompeu o noivado e confessou a ela
que era homossexual. Teve varios amantes ao longo da vida,
embora os atos homossexuais fossem, entdo, crimes no Reino
Unido. Em 1952, a casa de Turing foi assaltada por um amigo de
seu amante da época e, ao prestar queixa a policia, Turing admi-
tiu ter um relacionamento homossexual, sob a impressao de que o
governo estava a caminho de legalizar os atos homossexuais. Isso
nao era verdade, e ele foi acusado de grave indecéncia. Em vez
de ir para a prisao, Turing optou por um tratamento hormonal
que reduzia a libido. Turing foi encontrado morto em 8 de ju-
nho de 1954, de uma overdose de cianeto—muito provavelmente
suicidio. Ele recebeu um perdao real da Rainha Elizabeth II em
2013.

Leitura complementar Para uma biografia abrangente de
Alan Turing, veja Hodges (2014). A vida e a obra de Turing ins-
piraram uma peca, Breaking the Code, que foi produzida em 1996
para a TV, com Derek Jacobi no papel de Turing. The Imitation
Game, um filme indicado ao Oscar, com Bendict Cumberbatch e



Kiera Knightley, também é baseado livremente na vida de Alan
Turing e em seu periodo em Bletchley Park (Tyldum, 2014).

Radiolab (2012) tem varios podcasts sobre a vida e a obra
de Turing. O documentario The Strange Life and Death of Dr. Tu-
ring, da BBC Horizon, estd disponivel para assistir on-line (Sy-
kes, 1992). (Theelen, 2012) é um video curto de uma Maquina
de Turing de LEGO em funcionamento—feito para homenagear
o centenario de Turing em 2012.

O artigo original de Turing sobre maquinas de Turing e o
problema da decisdo é Turing (1937).

C.9 Ernst Zermelo

Ernst Zermelo nasceu em 27
de julho de 1871 em Ber
lim, na Alemanha. Tinha
cinco irmas, embora a fami-
lia sofresse de fragil saude e
apenas trés sobrevivessem a
idade adulta. Os pais também
faleceram quando ele era jo-
vem, deixando-o 6rfio, com
os irmaos, aos dezessete anos.
Zermelo tinha um profundo
interesse pelas artes, e sobre-
tudo pela poesia. Era conhe-
cido por ser perspicaz, espi-
rituoso e critico. Entre suas
conquistas matematicas mais
celebradas estdo a introdugio Ernst Zermelo
do axioma da escolha (em
1904) e sua axiomatiza¢do da teoria dos conjuntos (em 19o8).
Os interesses de Zermelo na universidade eram variados. Fre-
quentou cursos de fisica, matematica e filosofia. Sob orientacao
de Hermann Schwarz, Zermelo concluiu a dissertacao Investiga-




tions in the Calculus of Variations em 1894 na Universidade de
Berlim. Em 1897, decidiu prosseguir estudos na Universidade de
Gottingen, onde foi fortemente influenciado pelo trabalho funda-
cional de David Hilbert. Em 1899 tornou-se elegivel para uma
catedra, mas s6 obteve uma onze anos depois—possivelmente
devido a seu comportamento estranho e a “pressa nervosa.”

Zermelo obteve finalmente uma catedra remunerada na Uni-
versidade de Zurique em 1910, mas foi forcado a se aposentar em
1916 por causa da tuberculose. Depois da recuperacao, foi nome-
ado professor honorario na Universidade de Freiburg em 1921.
Nesse periodo dedicou-se a matematica fundacional. Irritou-se
com os trabalhos de Thoralf Skolem e Kurt Gédel, e criticou
publicamente suas abordagens em seus artigos. Foi demitido do
cargo em Freiburg em 1935, devido a sua impopularidade e a
oposi¢ao a ascensao de Hitler ao poder na Alemanha.

Os tltimos anos da vida de Zermelo foram marcados pelo
isolamento. Depois da demissdo em 1935, abandonou a ma-
tematica. Mudou-se para o campo, onde viveu modestamente.
Casou-se em 1944 e ficou completamente dependente da esposa
a medida que ia ficando cego. Zermelo perdeu totalmente a visao
por volta de 1951. Faleceu em Giinterstal, na Alemanha, em 21

de maio de 1953.

Leitura complementar Para uma biografia completa de Zer-
melo, ver Ebbinghaus (2015). Os artigos fundadores de 1904 e
1908 de Zermelo podem ser lidos no aleméo original (Zermelo,
1904, 1908). As obras reunidas de Zermelo, incluindo os escri-
tos sobre fisica, estdo disponiveis em traducao inglesa em Eb-
binghaus et al. (2010); Ebbinghaus e Kanamori (2013).
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anti-simétrica R é anti-simétrica se e somente se, sempre que va-
lem ambos Rxy e Ryx, entdo x = y; em outras palavras:
se x # y, entdo ndo Rxy ou ndo Ryx (veja secio 2.2).

assimétrica R é assimétrica se, para nenhum par x,y € 4, temos
Rxy e Ryx (veja secdo 2.4).

atribuicdo de variaveis Uma funcao que mapeia cada variavel
a um elemento de [M| (veja secao 7.4).

bijecio Uma funcdo que é tanto sobrejetora quanto injetora (veja
secao 3.2).

coberta Uma estrutura na qual todo elemento do dominio é o
valor de algum termo fechado (veja secao 7.2).
completude Propriedade de um sistema de derivacdo; é com-
pleto se, sempre que A4 é consequéncia de I', entdo ha
também uma derivacdo que estabelece I" + 4; equiva-
lentemente, se e somente se todo conjunto consistente
de sentencas € satisfativel (veja secao 12.1).

composic¢do (g o ) A funcdo resultante de “encadear” f e g;
(g0 £)(%) = g(f(x)) (veja secio 3.5).

conexa R é conexa se, para todos x,y € 4 com x # y, entdo Rxy
ou Ryx (veja secdo 2.2).

conjunto Uma cole¢do de objetos, considerada independente-
mente da maneira como é especificada, da ordem dos
objetos no conjunto, e de sua multiplicidade (veja se-
cdo 1.1).
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conjunto consistente completo Um conjunto de sentencas é
completo e consistente se e somente se é consistente e,
para toda sentenca 4, ou 4 ou =4 esta no conjunto (veja
secao 12.3).

conjunto poténcia (p(4)) O conjunto que consiste em todos os
subconjuntos de um conjunto 4, p(A4) = {x : x C A4}
(veja secao 1.2).

consequéncia (" £ 4) Uma sentenca A é consequéncia de um
conjunto de sentencas I” se e somente se, para toda es-
trutura M com M £ I'y M £ 4 (veja secdo 7.7).

consistente No calculo de sequentes, um conjunto de senten-
cas I' é consistente se e somente se ndo ha derivacio de
um sequente [y = com [y C I" (veja secdo 10.8). Na
deducdo natural, I" é consistente se e somente se " ¥ L
(veja secao 11.7). Se I' ndo é consistente, é inconsis-
tente..

correcido Propriedade de um sistema de derivagdo: é correto
se, sempre que I + A, entdo I' £ A (veja secdo 10.12 e
secao 11.11).

derivabilidade (I" - 4) No calculo de sequentes, 4 é derivavel
de I' se ha uma derivacdo de um sequente /) = A4 em
que Iy € I' é uma sequéncia finita de sentengas em I
(veja secao 10.8). Na dedugao natural, 4 é derivavel de I"
se ha uma derivacdo com férmula final 4 e na qual toda
hipotese é descarregada ou esta em I” (veja secdao 11.7).

derivacdao No calculo de sequentes, uma arvore de sequentes na
qual todo sequente é um sequente inicial ou segue dos
sequentes imediatamente acima dele por uma regra de
inferéncia (veja secao 10.1). Na deduc¢do natural, uma
arvore de férmulas na qual toda férmula é uma hipoétese
ou segue das férmulas imediatamente acima dela por
uma regra de inferéncia (veja secao 11.1).

descarregada Uma hipotese em uma derivagao pode ser descar-
regada por uma regra de inferéncia abaixo dela (a regra
e a hipotese recebem entdo um rétulo correspondente,



por exemplo, [4]?). Se ndo é descarregada, é chamada
de nao descarregada (veja secao 11.1).

diferencga (4\ B) o conjunto de todos os elementos de 4 que nao
sdo também elementos de B: A\B={x:x€ Ae x ¢ B}
(veja secao 1.4).

disjuntos dois conjuntos sem elementos em comum (veja se-
€30 1.4).

dominio (de uma estrutura) (|M|) Conjunto nao vazio do qual
uma estrutura toma atribuicoes e valores de variaveis
(veja secao 7.2).

dominio (de uma func¢io) (dom(f)) O conjunto de objetos
para os quais uma funcdo (parcial) esta definida (veja
secao 3.1).

enumera¢do Uma lista possivelmente infinita de todos os ele-
mentos de um conjunto A4; formalmente, uma funcao so-
brejetora f: N — A4 (veja secao 4.2).

equinumeroso 4 e B sdo equinumerosos se e somente se ha uma
bijecdo total de 4 para B (veja secdo 4.8).

estrutura (M) Uma interpretacdo de uma linguagem de primeira
ordem, consistindo em um dominio (de uma estrutura)
e atribui¢cdes dos simbolos de constante, de predicado e
de funcao da linguagem (veja secao 7.2).

extensionalidade (da satisfa¢do) Se uma formula 4 é ou nao sa-
tisfeita depende apenas das atribui¢des aos simbolos nao
logicos e as variaveis livres que de fato ocorrem em A.

extensionalidade (de conjuntos) Os conjuntos A4 e B sao idénti-
cos, A = B, se e somente se todo elemento de 4 também
é um elemento de B, e vice-versa (veja secao 1.1).

fechado Um conjunto de sentencas I” é fechado se e somente se,
sempre que I £ A, entdo A € I'. O conjunto {4 : I" ¢ A}
é o fecho de I' (veja secao 8.1).

fecho transitivo (R*) a menor relac¢do transitiva que contém R
(veja secao 2.7).



finitamente satisfativel /" ¢ finitamente satisfativel se e somente
se todo [ C I’ finito é satisfativel (veja secao 12.9).

funcgido (f: 4 — B) Um mapeamento de cada elemento de um
dominio (de uma fun¢io) 4 a um elemento do contra-
dominio B (veja secdo 3.1).

fungdo inversa Se f: A — B é uma bijecio, f1: B > 4 éa
funcdao com f~1(y) = qualquer que seja o unico x € 4
tal que f(x) =y (veja secdo 3.4).

funcgao parcial (f: 4 - B) Uma funcao parcial é um mapea-
mento que atribui a todo elemento de 4 no maximo um
elemento de B. Se f atribui um elemento de B a x € 4,
f(x) esta definida; caso contrario, indefinida (veja se-
cao 3.6).

féormula Expressoes de uma linguagem de primeira ordem & que
expressam relacoes ou propriedades, ou sao verdadeiras
ou falsas (veja secao 6.3).

grafo (de uma fungdo) a relagdo Ry C 4 X B definida por Ry =
{(x,9) : f(x) =y}, se f: A+ B (veja secdo 3.3).

hipé6tese Uma formula que esta no topo de uma derivagao, tam-
bém chamada de férmula inicial. Pode ser descarregada
ou nao descarregada (veja secao 11.1).

imagem (Im(f)) o subconjunto do contradominio que é de fato
gerado como saida por f; Im(f) = {y € B : f(x) =
y para algum x € 4} (veja secdao 3.1).

inconsistente veja consistente.

injetora f: A — B é injetora se e somente se, para cada y € B,
ha no maximo um x € 4 tal que f(x) = y; equivalente-
mente, se, sempre que x # x’, entdo f(x) # f(x') (veja
secao 3.2).

intersecao (AN B) O conjunto de todas as coisas que sao elemen-
tos tanto de 4 quantode B: ANB={x:x€ AANx € B}
(veja secdo 1.4).

irreflexiva R é irreflexiva se, para nenhum x € 4, Rxx (veja
secdo 2.4).



ligada Ocorréncia de uma variavel dentro do escopo de um quan-
tificador que usa a mesma variavel (veja secao 6.8).

livre Uma ocorréncia de uma variavel que ndo é ligada (veja
secdo 6.8).

livre para Um termo ¢ é livre para x em 4 se nenhuma das
ocorréncias livre de x em A ocorre no escopo de um
quantificador que liga uma variavel em ¢ (veja secao 6.9).

modelo Uma estrutura na qual toda sentenca em /" é verdadeira
€ um modelo de I" (veja se¢do 8.2).

nao descarregada veja descarregada.

ordem estrita Uma relacdo irreflexiva, assimétrica e transitiva
(veja secao 2.4).

ordem linear Uma ordem parcial conexa (veja secdo 2.4).

ordem linear estrita Uma ordem estrita conexa (veja secao 2.4).

ordem parcial Uma relagao reflexiva, anti-simétrica e transitiva
(veja secdo 2.4).

ordem total veja ordem linear.

problema da decisao Problema de decidir se uma dada sen-
tenca da légica de primeira ordem € valida ou ndo (veja
Teorema de Church-Turing).

problema da parada O problema de determinar (para quaisquer
¢, n) se a maquina de Turing M, para ao receber uma
entrada de n tracos (veja secdao 15.4).

produto cartesiano (4 X B) Conjunto de todos os pares de ele-
mentos de A e B; AX B = {(x,9) : x € Aey € B} (veja
secdo 1.5).

pré-ordem Uma relacao reflexiva e transitiva (veja secao 2.4).

reflexiva R é reflexiva se e somente se, para todo x € 4, Rxx
(veja secdo 2.2).

relagao binaria Um subconjunto de A4?; escrevemos Rxy (ou
xRy) para (x,y) € R (veja secdo 2.1).

relacdo de equivaléncia uma relacao reflexiva, simétrica e tran-
sitiva (veja secdo 2.2).



relagio inversa (R!) A relagio R “invertida”; R™! = {(y,x) :
(x,9) € R} (veja secao 2.7).

satisfativel Um conjunto de sentencas I" € satisfativel se M £ I
para alguma estrutura M; caso contrario, é insatisfativel
(veja secao 7.7).

sentenca Uma férmula sem nenhuma variavel livre. (veja se-
¢ao 6.8).

sequente Uma expressdo da forma I" = 4 em que I e 4 sado
sequéncias finitas de sentencas (veja secao 10.1).

sequéncia (finita) (4*) Uma cadeia finita de elementos de 4; um
elemento de 4" para algum = (veja secao 1.3).

sequéncia (infinita) (4“) Uma sequéncia sem lacunas e inter-
minavel de elementos de 4; formalmente, uma funcio
s:Z* — A (veja secdo 1.3).

simétrica R ¢ simétrica se e somente se, sempre que Rxy, entdo
também Ryx (veja secdo 2.2).

sobrejetora f: 4 — B é sobrejetora se e somente se a imagem
de f é todo o B, isto é, para todo y € B ha pelo menos
um x € 4 tal que f(x) =y (veja secao 3.2).

subconjunto (4 C B) Um conjunto do qual todo elemento é um
elemento de um dado conjunto B (veja se¢ao 1.2).

subférmula Parte de uma férmula que é, ela mesma, uma for-
mula (veja secao 6.6).

teorema (- A) No calculo de sequentes, uma férmula 4 é um teo-
rema (da légica) se ha uma derivacao do sequente = 4
(veja secao 10.8). Na deducado natural, uma férmula 4 é
um teorema se ha uma deriva¢do de 4 com toda hipo-
tese descarregada (veja se¢ao 11.7). Também dizemos
que 4 é um teorema de uma teoria I" se I 4.

teorema da compacidade Afirma que todo conjunto finitamente
satisfativel de sentencas é satisfativel (veja secdo 12.9).

teorema da completude Afirma que a légica de primeira ordem
é completa: todo conjunto consistente de sentencas é
satisfativel.



teorema da deducdo Relaciona a consequéncia e a derivabili-
dade de uma sentenca a partir de uma hipétese com os
de um condicional correspondente. Na forma seméntica
(Teorema 7.30), afirma que I" U {4} £ B se e somente se
I' £ A— B. Na forma teérico-demonstrativa, afirma que
I' U{A} + B se e somente se ' + A — B.

Teorema de Church-Turing Afirma que ndo ha maquina de Tu-
ring que decida se uma dada sentenca da logica de pri-
meira ordem € valida ou nao (veja se¢io 15.8).

Teorema de Lowenheim-Skolem Afirma que todo conjunto sa-
tisfativel de sentencas tem um modelo contavel (veja se-
¢do 12.11).

Tese de Church-Turing afirma que tudo o que é computavel por
meio de um procedimento efetivo é Turing-computavel
(veja secao 14.10).

transitiva R € transitiva se e somente se, sempre que Rxy e Ryz,
entdo também Rxz (veja secdo 2.2).

unido (4U B) O conjunto de todos os elementos de 4 e B juntos:
AUB={x:x€ AV x € B} (veja secao 1.4).

variavel prépria No calculo de sequentes, um simbolo de cons-
tante especial em uma premissa de uma inferéncia 3L
ou VR que nido pode aparecer na conclusido (veja se-
cdo 10.1). Na deduc¢do natural, um simbolo de cons-
tante especial em uma premissa de uma inferéncia 3Elim
ou VYIntro que nao pode aparecer na conclusio nem em
qualquer hipétese nao descarregada (veja secao 11.1).

valida (F A) Uma sentenca A é vdlida se e somente se M £ A
para toda estrutura M (veja secdo 7.7).

x-variante Duas atribuicoes de variaveis sdo x-variantes, s ~, s’,
se diferem no maximo no que atribuem a x (veja se-

¢ao 7.4).
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